
1 （1） 解答

x + y =
4

3 +
√

5
+

4
3 −

√
5

=
4(3 −

√
5) + 4(3 +

√
5)

(3 +
√

5)(3 −
√

5)

=
12 − 3

√
5 + 12 + 3

√
5

32 − (
√

5)2

=
24
4

= 6

xy =
4

3 +
√

5
× 4

3 −
√

5

=
42

(3 +
√

5)(3 −
√

5)

=
16
4

= 4

（2） 解答

(
√

x +
√

y)2 = (
√

x)2 + 2
√

x
√

y + (
√

y)2

= x + 2
√

xy + y

= (x + y) + 2
√

xy

(1)から x + y = 6, xy = 4より

(
√

x +
√

y)2 = 6 + 2
√

4 = 10

（3） 解答

(2)より (
√

x +
√

y)2 = 10より
√

x +
√

y = ±
√

10

ここで
√

x +
√

y > 0なので
√

x +
√

y = −
√

10は

不適より
√

x +
√

y =
√

10 · · · · · · 1©

である。同様に (
√

x −√
y)2 を考えると

(
√

x −√
y)2 = (

√
x)2 − 2

√
x
√

y + (
√

y)2

= (x + y) − 2
√

xy

= 6 − 2
√

4
= 2

となる。よって
√

x −√
y = ±

√
2

ここで x =
4

3 +
√

5
, y =

4
3 −

√
5
であり，x の分

母の方が y の分母よりも大きいので x < y である。

つまり
√

x −√
y < 0より

√
x −√

y =
√

2は不適

なので
√

x −√
y = −

√
2 · · · · · · 2©

以上より， 1© 2©から
√

x −√
y

√
x +

√
y

=
−
√

2√
10

= − 1√
5

= −
√

5
5

別解 1

√
x −√

y
√

x +
√

y
=

√
x −√

y
√

x +
√

y
×

√
x −√

y
√

x −√
y

　　　　　　　　　　　 =
(
√

x −√
y)2

(
√

x +
√

y)(
√

x −√
y)

　　　　　　　　　　　 =
(
√

x)2 − 2
√

x
√

y + (
√

y)2

(
√

x)2 − (
√

y)2

　　　　　　　　　　　 =
(x + y) − 2

√
xy

x − y
· · · (※)

である。ここで

x − y =
4

3 +
√

5
− 4

3 −
√

5

=
4(3 −

√
5) − 4(3 +

√
5)

(3 +
√

5)(3 −
√

5)

=
−8

√
5

4
= −2

√
5

より，(※)に代入して
√

x −√
y

√
x +

√
y

=
(x + y) − 2

√
xy

x − y

=
6 − 2

√
4

−2
√

5
= − 1√

5
= −

√
5

5

別解 2

x =
4

3 +
√

5
より，

√
x =

√
4

3 +
√

5

=

√
8

6 + 2
√

5

=

√
8

(
√

5 +
√

1)2

=
2
√

2√
5 + 1

=
2
√

2(
√

5 − 1)
(
√

5)2 − 12

=
√

2(
√

5 − 1)
2

=
√

10 −
√

2
2

となり，
√

y も同様で
√

y =
√

10 +
√

2
2

となる。

よって

√
x −√

y
√

x +
√

y
に代入して

√
x −√

y
√

x +
√

y
=

√
10−

√
2

2 −
√

10+
√

2
2√

10−
√

2
2 +

√
10+

√
2

2

=
−
√

2√
10

= − 1√
5

= −
√

5
5

2 （1） 解答

a2 + b2 = (a + b)2 − 2ab = x2 − 2× 2 = x2 − 4



（2） 解答

a2 + b2 + 3a + 3b = (a2 + b2) + 3(a + b)

より，(1)の結果を代入して

(x2 − 4) + 3x = 0
x2 + 3x − 4 = 0

(x + 4)(x − 1) = 0

より，x = −4, 1である。ここで a2 + b2 は必ず０

以上の数になるので

　 x = −4のとき a2 + b2 = (−4)2 − 4 = 12 (適する)
　 x = 1のとき a2 + b2 = 12 − 4 = −3 (適さない)

である。以上より，x = −4

このとき，

(a − b)2 = a2 − 2ab + b2

= (a2 + b2) − 2ab

= {(−4)2 − 4} − 2 × 2
= 8

（3） 解答

(2)より x = −4なので a + b = −4である。また，

ab = 2 であり，a も b も 0 ではないので，ab = 2

の両辺を aで割って b =
2
a
と変形し，a + b = −4

に代入すると

a +
2
a

= −4 · · · · · · (※)

が成り立つ。このとき

a2 +
4
a2

=
(

a +
2
a

)2

− 2 × a × 2
a

=
(

a +
2
a

)2

− 4

= (−4)2 − 4 ((※)より)
= 12

となるので

a2 + a + 1 +
2
a

+
4
a2

=
(

a2 +
4
a2

)
+

(
a +

2
a

)
+ 1

= 12 + (−4) + 1
= 9

3 （1） 解答

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

= (a2 + b2) + 2ab

= 7 + 2 × 1
= 9

また，

(a − b)2 = a2 − 2ab + b2

= 7 − 2 × 1
= 5

より

a − b = ±
√

5

である。ここで条件より a > b なので a − b > 0

であるから a − b = −
√

5 は不適である。よって

a − b =
√

5

（2） 解答

x + y = (a2 − 3b) + (b2 − 3a)
= (a2 + b2) − 3(a + b) · · · · · · (※)

である。ここで，(1)から (a+ b)2 = 9より a+ b =

±3 である。また，条件から a > 0, b > 0 なので

a+b > 0である。ゆえに a+b = 3であるから (※)

に代入して

x + y = 7 − 3 × 3
= −2

同様に

x − y = (a2 − 3b) − (b2 − 3a)
= (a2 − b2) + 3(a − b)
= (a + b)(a − b) + 3(a − b)
= 3 ×

√
5 + 3 ×

√
5

= 6
√

5

（3） 解答

x3y − xy3 + 4x2 − 4y2 について

(与式) = (x3y − xy3) + (4x2 − 4y2)
= xy(x2 − y2) + 4(x2 − y2)
= (xy + 4)(x2 − y2)
= (xy + 4)(x + y)(x − y) · · · (※※)

ここで (2)より x+ y = −2, x− y = 6
√

5より，以

下 xy の値を求める。

xy = (a2 − 3b)(b2 − 3a)
= a2b2 − 3a3 − 3b3 + 9ab

= (ab)2 + 9ab − 3(a3 + b3)
= (ab)2 + 9ab − 3{(a + b)3 − 3ab(a + b)}
= 12 + 9 × 1 − 3(33 − 3 × 1 × 3)
= 1 + 9 − 3(27 − 9)
= −44

以上より，(※※)に代入して

x3y − xy3 + 4x2 − 4y2 = (xy + 4)(x + y)(x − y)
= {(−44) + 4} × (−2) × 6

√
5

= 480
√

5

別解 ((※※)までは同じ)

ここで (2)より x+ y = −2, x− y = 6
√

5より，以

下 xy の値を求める。この２式を連立すると{
x + y = −2 · · · · · · 1©
x − y = 6

√
5 · · · · · · 2©



より， 1©+ 2©から

2x = −2 + 6
√

5
x = −1 + 3

√
5

また， 1©− 2©から

2y = −2 − 6
√

5
y = −1 − 3

√
5

となる。よって，

xy = (−1 + 3
√

5)(−1 − 3
√

5)
= (−1)2 − (3

√
5)2

= 1 − 45
= −44

(以下，同じ)

4 （1） 解答

x + y =
√

2√
2 − 1

+
√

2√
2 + 1

=
√

2(
√

2 + 1) +
√

2(
√

2 − 1)
(
√

2 − 1)(
√

2 + 1)

=
2 +

√
2 + 2 −

√
2

2 − 1
= 4

xy =
√

2√
2 − 1

·
√

2√
2 + 1

=
√

2
√

2
(
√

2 − 1)(
√

2 + 1)

=
2

2 − 1
= 2

（2） 解答

y

x
+

x

y
=

x2 + y2

xy

=
(x + y)2 − 2xy

xy

=
42 − 2 · 2

2
=

12
2

= 6

y2

x
+

x2

y
=

x3 + y3

xy

=
(x + y)3 − 3xy(x + y)

xy

=
43 − 3 · 2 · 4

2
=

64 − 24
2

=
40
2

= 20

（3） 解答

x =
√

2√
2 − 1

=
√

2(
√

2 + 1)
(
√

2 − 1)(
√

2 + 1)

=
2 +

√
2

2 − 1
= 2 +

√
2

ここで，1 <
√

2 < 2 より，すべてに２を加えて

3 < 2 +
√

2 < 4が成り立つ。ゆえに，2 +
√

2の整

数部分は３より a = 3である。また，

(xの小数部分) = x − (xの整数部分)
b = (2 +

√
2) − 3

=
√

2 − 1

となる。以下，不等式 |b2−a−b| < p < k

(
y

x
+

x

y

)
について考えていく。

b2 − a − b = (
√

2 − 1)2 − 3 − (
√

2 − 1)
= (2 − 2

√
2 + 1) − 3 −

√
2 + 1

= −3
√

2 + 1

となり，また −3
√

2 + 1は負の数より

|b2 − a − b| = | − 3
√

2 + 1|
= −(−3

√
2 + 1)

= 3
√

2 − 1

となる。また，(2)より
y

x
+

x

y
= 6より，与えられ

た不等式は

3
√

2 − 1 < p < 6k · · · (※)

となる。この不等式 (※) を満たす整数 p が５個で

あればいい。ここで，3
√

2 − 1は，
√

2 = 1.414 · · ·
であるから，3

√
2 = 4.2 · · · より 3

√
2− 1 = 3.2 · · ·

が成り立つ。つまり 3
√

2 − 1 は３と４の間の数で

ある。よって，不等式 (※) を満たす整数は小さい

方から 4, 5, 6, · · · となっていく。

これらの総数が５個であるには，数直線からもわか

る通り，6k が８と９の間であればいい。よって

8 < 6k <= 9 · · · (♪)

が成り立たねばならず，すべてを６で割って

8
6

< k <=
9
6

すなわち

4
3

< k <=
3
2



補足

上記 (♪)で

8 < 6k <= 9

8に等号がつかないで，９に等号がつく理由を以下

述べる。もし，6k = 8 であったとしたら，不等式

(※)は

3
√

2 − 1 < p < 8

となる。よって pは８より小さい ので，この不等

式を満たす pは 4, 5, 6, 7の４個になってしまう。

つまり５個ではないので問題文の条件を満たさない

から 6k = 8とすることはできない。一方，6k = 9

であったとしたら，不等式 (※)は

3
√

2 − 1 < p < 9

となる。よって pは９より小さいので，この不等式

を満たす pは 4, 5, 6, 7, 8の５個となるので，問

題文の条件を満たすから 6k = 9でも構わない。

以上より，6k は８にすることはできないが，９で

あっても問題文の条件を満たすので

8 < 6k <= 9

となる。

5 （1） 解答

p =
1
2
|(
√

3 −
√

2)2 − 1|

=
1
2
|(3 − 2

√
6 + 2) − 1|

=
1
2
|4 − 2

√
6|

ここで，4 − 2
√

6は
√

16 −
√

24と考えることによ

り，負の数であることがわかるので

p = −1
2
(4 − 2

√
6)

= −(2 −
√

6)
=

√
6 − 2

（2） 解答

(1)より p =
√

6 − 2なので

p +
2
p

= (
√

6 − 2) +
2√

6 − 2

= (
√

6 − 2) +
2(
√

6 + 2)
(
√

6 − 2)(
√

6 + 2)

= (
√

6 − 2) +
2(
√

6 + 2)
6 − 4

= (
√

6 − 2) + (
√

6 + 2)
= 2

√
6

また，

a3 + b3 = (a + b)3 − 3ab(a + b)

の aに pを，bに
2
p
を代入すると

p3 +
(

2
p

)3

=
(

p +
2
p

)3

− 3 · p · 2
p

(
p +

2
p

)
p3 +

8
p3

=
(

p +
2
p

)3

− 6
(

p +
2
p

)
= (2

√
6)3 − 6(2

√
6)

= 48
√

6 − 12
√

6
= 36

√
6

（3） 解答

一般に

(a2 + b2)(a3 + b3) = a5 + a2b3 + a3b2 + b5

= (a5 + b5) + a2b2(a + b)
= (a5 + b5) + (ab)2(a + b)

より

a5 + b5 = (a2 + b2)(a3 + b3) − (ab)2(a + b)

が成り立つ。この式の a に p を，b に
2
p
を代入す

ると

　 (左辺) = 　 p5 +
(

2
p

)5

= p5 +
32
p5

　 (右辺) =
(

p2 +
4
p2

) (
p3 +

8
p3

)
−

(
p · 2

p

)2 (
p +

2
p

)
より

p5 +
32
p5

=
(

p2 +
4
p2

)(
p3 +

8
p3

)
−4

(
p +

2
p

)
となる。ここで

p2 +
4
p2

=
(

p +
2
p

)2

− 2 · p · 2
p

=
(

p +
2
p

)2

− 4

= (2
√

6)2 − 4
= 24 − 4
= 20

であり，また (2)より p3 +
8
p3

= 36
√

6より

p5 +
32
p5

=
(

p2 +
4
p2

)(
p3 +

8
p3

)
− 4

(
p +

2
p

)
= 20 × 36

√
6 − 4 × 2

√
6

= 720
√

6 − 8
√

6
= 712

√
6

6 （1） 解答

p =
4√

5 + 1

=
4(
√

5 − 1)
(
√

5 + 1)(
√

5 − 1)

=
4(
√

5 − 1)
5 − 1

=
√

5 − 1



（2） 解答

(1)より，p =
√

5−1である。ここで，2 <
√

5 < 3

より，すべてから１をひいて 1 <
√

5 − 1 < 2とな

る。つまり 1 < p < 2が成り立つので，pの整数部

分は１より a = 1である。また，

(pの小数部分) = p − (pの整数部分)
b = (

√
5 − 1) − 1

=
√

5 − 2

である。

（3） 解答

(1),(2) より，p =
√

5 − 1, a = 1, b =
√

5 − 2 で

ある。また，不等式�の両辺に pをかけて分母を払

う。ここで，pは正の数なので，不等号の向きは変

わらない。よって

bpx > x + ap

bpx − x > ap

(bp − 1)x > ap

{(
√

5 − 2)(
√

5 − 1) − 1}x > 1 · (
√

5 − 1)
{(5 −

√
5 − 2

√
5 + 2) − 1}x >

√
5 − 1

(6 − 3
√

5)x >
√

5 − 1 · · · · · · (※)

となる。ここで，6− 3
√

5 = 3(2−
√

5)で，
√

5 < 2

なので，6 − 3
√

5 は負の数である。(※) の両辺を

6− 3
√

5で割るが，負の数で割るので，不等号の向

きが変わることに注意して

x <

√
5 − 1

6 − 3
√

5

x <

√
5 − 1

3(2 −
√

5)

x <
(
√

5 − 1)(2 +
√

5)
3(2 −

√
5)(2 +

√
5)

x <
2
√

5 + 5 − 2 −
√

5
3(4 − 5)

x <
3 +

√
5

−3

x < −3 +
√

5
3

が成り立つ。ここで x < −3 +
√

5
3

を満たす最大の

整数を求める。2 <
√

5 < 3より

5 < 3 +
√

5 < 6 (すべてに３を加える)
5
3

<
3 +

√
5

3
< 2 (すべてを３で割る)

−5
3

> −3 +
√

5
3

> −2 (すべてに −1を掛ける)

−2 < −3 +
√

5
3

< −5
3

であるから，数直線より x < −3 +
√

5
3

を満たす最

大の整数は −2である。

7 （1） 解答

x2 − 8x + 16 = (x − 4)2

= {(2a + 1) − 4}2

= (2a − 3)2

よって， (ア) = 2， (イ) = −3である。

（2） 解答

P =
√

x2 − 8x + 16
=

√
(2a − 3)2

= |2a − 3|

である。よって，a = 2のとき，

P = |2 · 2 − 3|
= |4 − 3| = 1

また，a =
√

2のとき

P = |2
√

2 − 3|

である。ここで，2
√

2− 3を
√

8−
√

9と考えると，

2
√

2 − 3は負の数であるので

P = |2
√

3 − 3|
= −(2

√
2 − 3)

= 3 − 2
√

2

（3） 解答

(2)より，P = |2a − 3|であり，また

Q =
√

x2 + 2x + 1
=

√
(x + 1)2

=
√
{(2a + 1) + 1}2

=
√

(2a + 2)2

= |2a + 2|

となる。ゆえに

P + Q = |2a − 3| + |2a + 2|

となる。ここで，

|2a − 3| =

{
2a − 3 (2a − 3 >= 0)
−(2a − 3) (2a − 3 < 0)

=


2a − 3 (a >=

3
2
)

−2a + 3 (a <
3
2
)



|2a + 2| =

{
2a + 2 (2a + 2 >= 0)
−(2a + 2) (2a + 2 < 0)

=

{
2a + 2 (a >= −1)
−2a − 2 (a < −1)

であるから，a < −1, −1 <= a <
3
2
, a >=

3
2
の３つ

に場合分けして考える。

a · · · −1 · · · 3
2

· · ·

|2a − 3| −2a + 3 −2a + 3 2a − 3

|2a + 2| −2a − 2 2a + 2 2a + 2

• a < −1のとき

P = |2a−3| = −2a+3, Q = |2a+2| = −2a−2

より P + Q = 7なので

(−2a + 3) + (−2a − 2) = 7

を考える。この方程式を解いて

a = −3
2

となり，これは a < −1を満たしている。

• −1 <= a <
3
2
のとき

P = |2a−3| = −2a+3, Q = |2a+2| = 2a+2

より P + Q = 7なので

(−2a + 3) + (2a + 2) = 7

を考える。この方程式を解くと

5 = 7

となってしまう。つまり，aがどんな数であっ

たとしても P +Q = 5となってしまい P +Q =

7 となる a は −1 <= a <
3
2
において存在し

ない。

• a >=
3
2
のとき

P = |2a−3| = 2a−3, Q = |2a+2| = 2a+2

より P + Q = 7なので

(2a − 3) + (2a + 2) = 7

を考える。この方程式を解いて

a = 2

となり，これは a >=
3
2
を満たしている。

以上より，a = −3
2
, 2 である。ここで，問題文

の一番最初にある条件として a > 0 があるので，

a = −3
2
は不適。よって，a = 2である。

8 （1） 解答

x2 + y2 = (x2 − 2xy + y2) + 2xy

= (x − y)2 + 2xy

= 22 + 2 ×
√

2
= 4 + 2

√
2

（2） 解答

x3 − y3 = (x − y)(x2 + xy + y2)
= (x − y){(x2 + y2) + xy}
= 2{(4 + 2

√
2) +

√
3}

= 2(4 + 3
√

2)
= 8 + 6

√
2

別解

x3 − y3 = (x3 − 3x2y + 3xy2 − y3) − (−3x2y + 3xy2)
= (x − y)3 + 3xy(x − y)
= 23 + 3 ·

√
2 · 2

= 8 + 6
√

2

（3） 解答

(x2 + y3)(x3 − y2) = x5 − x2y2 + x3y3 − y5

= (x5 − y5) − (xy)2 + (xy)3

= (x5 − y5) − (
√

2)2 + (
√

2)3

= (x5 − y5) − 2 + 2
√

2 · · · (※)

である。ここで一般に

(a2 + b2)(a3 + b3) = a5 + a2b3 + a3b2 + b5

= (a5 + b5) + a2b2(a + b)
= (a5 + b5) + (ab)2(a + b)

より

a5 + b5 = (a2 + b2)(a3 + b3) − (ab)2(a + b)

が成り立つ。この式の aに xを，bに −y を代入す

ると

x5+(−y)5 = {x2+(−y)2}{x3+(−y)3}−{x(−y)}2{x+(−y)}

つまり

x5 − y5 = (x2 + y2)(x3 − y3) − (xy)2(x − y)

が成り立つ。(1)，(2)の結果を代入して

x5 − y5 = (4 + 2
√

2)(8 + 6
√

2) − (
√

2)2 · 2
= 32 + 24

√
2 + 16

√
2 + 24 − 4

= 52 + 40
√

2



となるので，(※)に代入して

(x2 + y3)(x3 − y2) = (x5 − y5) − 2 + 2
√

2
= (52 + 40

√
2) − 2 + 2

√
2

= 50 + 42
√

2

9 （1） 解答

　

2 −1 → −1
×

1 −8 → −16
2 8 −17

より

2a2 − 17a + 8 = {2 · a + (−1)}{1 · a + (−8)}
= (2a − 1)(a − 8)

（2） 解答

　

2 a − 8 → a − 8
×

1 −(2a − 1) → −4a + 2
2 −(2a − 1)(a − 8) −3a − 6

よって，x2 − 3(a + 2)x− (2a2 − 17a + 8)について

(与式) = x2 − 3(a + 2)x − (2a − 1)(a − 8)
= {2 · x + (a − 8)}{1 · x − (2a − 1)}
= (2x + a − 8)(x − 2a + 1)

（3） 解答

(2)より

(2x + a − 8)(x − 2a + 1) = 0

である。ゆえに

　 2x + a − 8 = 0 より x =
8 − a

2
　 x − 2a + 1 = 0 より x = 2a − 1

となる。つまり，方程式 1©は２つの解 x =
8 − a

2
, 2a − 1 をもつ。これらが異なり，かつど

ちらも自然数であればよい。自然数とは正の数であ

るので

　
8 − a

2
> 0 より a < 8

　 2a − 1 > 0 より a >
1
2

これらの共通範囲より
1
2

< a < 8 であればよい。

また，
8 − a

2
, 2a−1の両方が自然数である条件を考

える。特に
8 − a

2
に着目すると，

8 − a

2
が自然数で

あるには，分子の 8 − aは偶数にならなくてはなら

ず，ゆえに aも偶数である。したがって，
1
2

< a < 8

における偶数は a = 2, 4, 6のみである。

a = 2 のとき
8 − a

2
=

8 − 2
2

= 3

2a − 1 = 2 · 2 − 1 = 3
(異なる自然数でなく不適)

a = 4 のとき
8 − a

2
=

8 − 4
2

= 2

2a − 1 = 2 · 4 − 1 = 7
(条件に適する)

a = 6 のとき
8 − a

2
=

8 − 6
2

= 1

2a − 1 = 2 · 6 − 1 = 11
(条件に適する)

以上より，

　 a = 4 のとき，２つの解は 2, 7
　 a = 6 のとき，２つの解は 1, 11

10 （1） 解答

x2 + y2 = (x2 + 2xy + y2) − 2xy

= (x + y)2 − 2xy

= 32 − 2 · 1
= 9 − 2
= 7

（2） 解答

x3 − 2x2y + 2xy2 − y3 について，

(与式) = (x3 − y3) + (−2x2y + 2xy2)
= (x − y)(x2 + xy + y2) − 2xy(x − y)
= (x − y){(x2 + y2) + xy} − 2xy(x − y) · · · (※)

と変形できる。ここで

(x − y)2 = x2 − 2xy + y2

= (x2 + y2) − 2xy

= 7 − 2 · 1 ((1)より)
= 5

より，(x − y)2 = 5から x − y = ±
√

5である。こ

こで x < yより x− y < 0であるから x− yは負の

数。つまり x− y = −
√

5である。これを (※)式に

代入して

x3 − 2x2y + 2xy2 − y3 = (−
√

5)(7 + 1) − 2 · 1 · (−
√

5)
= −8

√
5 + 2

√
5

= −6
√

5

（3） 解答

y√
x
− x

√
y

=
y
√

y − x
√

x
√

xy
· · · (※※)



ここで，

(y
√

y − x
√

x)2 = (y
√

y)2 − 2(y
√

y)(x
√

x) + (x
√

x)2

= y3 − 2xy
√

xy + x3

= (x3 + y3) − 2xy
√

xy

= {(x + y)3 − 3xy(x + y)} − 2 · 1 ·
√

1
= (33 − 3 · 1 · 3) − 2
= 27 − 9 − 2 = 16

より (y
√

y−x
√

x)2 = 16から y
√

y−x
√

x = ±4で

ある。ここで，ここで x < yより
√

x3 <
√

y3 であ

るから y
√

y−x
√

xは正の数。よって y
√

y−x
√

x =

4であるから，(※※)に代入して

y√
x
− x

√
y

=
y
√

y − x
√

x
√

xy

=
4√
1

= 4

11 （1） 解答

x2 − 2x − 1 = 0より，解の公式から

x =
−(−2) ±

√
(−2)2 − 4 · 1 · (−1)

2 · 1
=

2 ±
√

8
2

=
2 ± 2

√
2

2
= 1 ±

√
2

（2） 解答

(1)より，1±
√

2の小さい方が pで大きい方が qな

ので

p = 1 −
√

2, q = 1 +
√

2

である。よって

p

q
=

1 −
√

2
1 +

√
2

=
(1 −

√
2)(1 −

√
2)

(1 +
√

2)(1 −
√

2)

=
1 − 2

√
2 + 2

1 − 2

=
3 − 2

√
2

−1
= −3 + 2

√
2

また，

q

p
=

1 +
√

2
1 −

√
2

=
(1 +

√
2)(1 +

√
2)

(1 −
√

2)(1 +
√

2)

=
1 + 2

√
2 + 2

1 − 2

=
3 + 2

√
2

−1
= −3 − 2

√
2

であり，−3 − 2
√

2は負の数であるから∣∣∣∣ q

p

∣∣∣∣ = | − 3 − 2
√

2|

= −(−3 − 2
√

2)
= 3 + 2

√
2

（3） 解答

(2)より
p

q
= −3 + 2

√
2であり，また −3 + 2

√
2

を −
√

9 +
√

8 と考えると，−3 + 2
√

2 は負の数で

ある。ゆえに∣∣∣∣ p

q

∣∣∣∣ = | − 3 + 2
√

2|

= −(−3 + 2
√

2)
= 3 − 2

√
2

となる。よって以下∣∣∣∣ p

q

∣∣∣∣ = 3 − 2
√

2 = a∣∣∣∣ q

p

∣∣∣∣ = 3 + 2
√

2 = b

とおくと，

a + b = (3 − 2
√

2) + (3 + 2
√

2) = 6
ab = (3 − 2

√
2)(3 + 2

√
2)

= 32 − (2
√

2)2 = 1

であるから∣∣∣∣ p

q

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣ q

p

∣∣∣∣2 = a3 + b3

= (a + b)3 − 3ab(a + b)
= 63 − 3 · 1 · 6
= 216 − 18
= 198

12 （1） 解答

√
3 + 1√
3 − 1

=
(
√

3 + 1)(
√

3 + 1)
(
√

3 − 1)(
√

3 + 1)

=
3 + 2

√
3 + 1

3 − 1

=
4 + 2

√
3

2
= 2 +

√
3

（2） 解答

α =

(√
3 + 1√
3 − 1

)2

− 3

(√
3 + 1√
3 − 1

)
= (2 +

√
3)2 − 3(2 +

√
3) ((1)より)

= (4 + 4
√

3 + 3) − (6 + 3
√

3)
= 1 +

√
3

となる。ここで，1 <
√

3 < 2であるので，すべて

に 1を加えて 2 < 1 +
√

3 < 3，つまり 2 < α < 3



が成り立つ。よって αの整数部分は 2であるので

(αの小数部分) = α − (αの整数部分)
p = (1 +

√
3) − 2

=
√

3 − 1

となる。よって，

p +
2
p

= (
√

3 − 1) +
2√

3 − 1

= (
√

3 − 1) +
2(
√

3 + 1)
(
√

3 − 1)(
√

3 + 1)

= (
√

3 − 1) +
2(
√

3 + 1)
3 − 1

= (
√

3 − 1) + (
√

3 + 1)
= 2

√
3

また，

p2 +
4
p2

=
(

p +
2
p

)2

− 2 · p · 2
p

=
(

p +
2
p

)2

− 4

= (2
√

3)2 − 4
= 12 − 4
= 8

（3） 解答

不等式
(

p − p2 +
2
p
− 4

p2

)
n >

p3

2
+

4
p3

− 24につ

いて

(左辺) =
(

p − p2 +
2
p
− 4

p2

)
n

=
{(

p +
2
p

)
−

(
p2 +

4
p2

)}
n

= (2
√

3 − 8)n ((2)より)

(右辺) = 　
p3

2
+

4
p3

− 24

=
1
2

(
p3 +

8
p3

)
− 24

=
1
2

{(
p +

2
p

)3

− 3 · p · 2
p

(
p +

2
p

)}
− 24

=
1
2

{(
p +

2
p

)3

− 6
(

p +
2
p

)}
− 24

=
1
2

{
(2
√

3)3 − 6(2
√

3)
}
− 24

=
1
2
(24

√
3 − 12

√
3) − 24

= 6
√

3 − 24

ゆえに，不等式 (2
√

3 − 8)n > 6
√

3 − 24 を考え

る。ここで，2
√

3− 8は負の数であるから，両辺を

2
√

3− 8で割ると不等号の向きが変わることに注意

して

n <
6
√

3 − 24
2
√

3 − 8

n <
6(
√

3 − 4)
2(
√

3 − 4)
n < 3

となる。ここで，nは自然数であるので，３未満の

自然数は

n = 1, 2

の２個である。

13 （1） 解答

a =
2

3 −
√

5

=
2(3 +

√
5)

(3 −
√

5)(3 +
√

5)

=
2(3 +

√
5)

9 − 5

=
3 +

√
5

2
また，

b = |a − 3|

=

∣∣∣∣∣3 +
√

5
2

− 3

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
√

5 − 3
2

∣∣∣∣∣
= −

√
5 − 3
2

(
√

5 − 3は負の数より)

=
3 −

√
5

2

（2） 解答

(1)より，a =
3 +

√
5

2
, b =

3 −
√

5
2

である。よって

a + b =
3 +

√
5

2
+

3 −
√

5
2

= 3 · · · 1©

ab =
3 +

√
5

2
· 3 −

√
5

2
=

9 − 5
4

= 1 · · · 2©

が成り立つ。ゆえに

A + B = (a2 − b) + (b2 − a)
= a2 + b2 − a − b

= (a2 + b2) − (a + b)
= {(a + b)2 − 2ab} − (a + b)
= (32 − 2 · 1) − 3 ( 1©， 2©より)
= 9 − 2 − 3 = 4

（3） 解答

(2)と同様に

AB = (a2 − b)(b2 − a)
= a2b2 − a3 − b3 + ab

= (ab)2 − (a3 + b3) + ab

= (ab)2 − {(a + b)3 − 3ab(a + b)} + ab

= 12 − (33 − 3 · 1 · 3) + 1 ( 1©， 2©より)
= 1 − (27 − 9) + 1 = −16



よって，A + B = 4, AB = −16より

A3 + B3 = (A + B)3 − 3AB(A + B)
= 43 − 3 · (−16) · 4
= 64 + 192
= 256

14 （1） 解答

x =
−(−4) ±

√
(−4)2 − 4 · 1 · (−3)

2 · 1
=

4 ±
√

16 + 12
2

=
4 ±

√
28

2

=
4 ± 2

√
7

2
= 2 ±

√
7

よってこれらのうち，大きい方が q で小さい方が p

なので

p = 2 −
√

7, q = 2 +
√

7

（2） 解答

(1)より，p = 2 −
√

7より

1
p

=
1

2 −
√

7

=
2 +

√
7

(2 −
√

7)(2 +
√

7)

=
2 +

√
7

4 − 7

= −2 +
√

7
3

また，
1
p

= −2 +
√

7
3

は明らかに負の数なので，

∣∣∣∣ 1
p

∣∣∣∣ =
2 +

√
7

3

となる。ここで，2 <
√

7 < 3より

4 < 2 +
√

7 < 5 (すべてに２を加える)
4
3

<
2 +

√
7

3
<

5
3

(すべてを３で割る)
4
3

<

∣∣∣∣ 1
p

∣∣∣∣ <
5
3

より，

∣∣∣∣ 1
p

∣∣∣∣の整数部分は 1なので，

(∣∣∣∣ 1
p

∣∣∣∣の小数部分)
=

∣∣∣∣ 1
p

∣∣∣∣ − (∣∣∣∣ 1
p

∣∣∣∣の整数部分)
=

2 +
√

7
3

− 1

=
√

7 − 1
3

（3） 解答

(2)より，a =
√

7 − 1
3

よりである。また，bも同様

に計算すると q = 2 +
√

7より∣∣∣∣ 1
q

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1
2 +

√
7

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 2 −
√

7
(2 +

√
7)(2 −

√
7)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣2 −
√

7
4 − 7

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣2 −
√

7
−3

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
√

7 − 2
3

∣∣∣∣∣
=

√
7 − 2
3

(2 <
√

7より
√

7 − 2は正の数)

そして 2 <
√

7 < 3より

0 <
√

7 − 2 < 1 (すべてから２をひく)

0 <

√
7 − 2
3

<
1
3

(すべてを３で割る)

0 <

∣∣∣∣ 1
q

∣∣∣∣ <
1
3

が成り立つ。つまり，

∣∣∣∣ 1
q

∣∣∣∣の整数部分は 0なので，∣∣∣∣ 1
q

∣∣∣∣の小数部分は ∣∣∣∣ 1
q

∣∣∣∣そのものである。よって
b =

∣∣∣∣ 1
q

∣∣∣∣ =
√

7 − 2
3

である。ここで

a

b
=

√
7 − 1
3

÷
√

7 − 2
3

=
√

7 − 1
3

× 3√
7 − 2

=
√

7 − 1√
7 − 2

b

a
=

√
7 − 2
3

÷
√

7 − 1
3

=
√

7 − 2
3

× 3√
7 − 1

=
√

7 − 2√
7 − 1

よって，

A =
a

b
=

√
7 − 1√
7 − 2

B =
b

a
=

√
7 − 2√
7 − 1

とすると，求める和
( a

b

)2

+4
(

b

a

)2

はA2+4B2



とかける。また，

A + 2B =
√

7 − 1√
7 − 2

+ 2 ·
√

7 − 2√
7 − 1

=
(
√

7 − 1)(
√

7 + 2)
(
√

7 − 2)(
√

7 + 2)
+ 2 · (

√
7 − 2)(

√
7 + 1)

(
√

7 − 1)(
√

7 + 1)

=
7 −

√
7 + 2

√
7 − 2

7 − 4
+ 2 · 7 − 2

√
7 +

√
7 − 2

7 − 1

=
5 +

√
7

3
+ 2 · 5 −

√
7

6

=
5 +

√
7

3
+

5 −
√

7
3

=
5 +

√
7 + 5 −

√
7

3
=

10
3

であり，そして

AB =
√

7 − 1√
7 − 2

·
√

7 − 2√
7 − 1

= 1

である。以上より( a

b

)2

+ 4
(

b

a

)2

= A2 + 4B2

= A2 + (2B)2

= (A + 2B)2 − 2 · A · (2B)
= (A + 2B)2 − 4AB

=
(

10
3

)2

− 4 · 1

=
100
9

− 4

=
100 − 36

9
=

64
9

15 （1） 解答

条件より，△ A’PQも△ APQも１辺の長さが xの

直角二等辺三角形となる。

• x = 2のとき

図より，D は△ A’PQ そのものである。よっ

て (D の面積)=
1
2
· 2 · 2 = 2である。

• x = 6のとき

図より，点 A’ は辺 AB 上になく，点 B を

超えた延長線上にある。よって，線分 A’Q

と辺 BC の交点を R とすると，D は台形

PQRB である。ここで，△ A’BR も直角二

等辺三角形となる。また，AA’= 12 であ

り，AB= 10 より，A’B= 2 である。よって

(D の面積)=(△ A’PQ の面積)-(△ A’BR の

面積)=
1
2
· 6 · 6 − 1

2
· 2 · 2 = 16 である。

（2） 解答

△ ABCの面積は
1
2
· 10 · 10 = 50である。

• 0 < x < 5のとき

図より，Dは△A’PQそのものである。よって

(Dの面積)=
1
2
· x · x =

1
2
x2 である。よって

1
2
x2 =

1
5
· 50

より，x = 2
√

5となる。ここで，2
√

5 =
√

20 <
√

25より，x = 2
√

5は 0 < x < 5を満たす。

• 5 <= x < 10のとき

Dは台形 PQRBである。ここで，AP=PA’=x

であるから，AA’= 2x である。また AB= 10

より，A’B= 2x − 10である。よって

(D の面積) = (△ A’PQの面積)-(△ A’BRの面積)

=
1
2
· x · x − 1

2
· (2x − 10) · (2x − 10)

=
1
2
(−3x2 + 40x − 100)

となるので，

1
2
(−3x2 + 40x − 100) =

1
5
· 50

3x2 − 40x + 120 = 0

解の公式より

x =
−(−20) ±

√
(−20)2 − 3 · 120
3

=
20 ± 2

√
10

3
· · · · · · (※)

となる。ここで 2
√

10 =
√

40 より，
√

36 <
√

40 <
√

49 から 6 < 2
√

10 < 7 が成り立つ。

よって

20 + 6
3

<
20 + 2

√
10

3
<

20 + 7
3

20 − 6
3

>
20 − 2

√
10

3
>

20 − 7
3

つまり

26
3

<
20 + 2

√
10

3
< 9,

13
3

<
20 − 2

√
10

3
<

14
3

が成り立つので，(※)のうち

5 <= x < 10を満たすのは x =
20 + 2

√
10

3
であ

る。

以上より，x = 2
√

5,
20 + 2

√
10

3
である。

（3） 解答

△ABCの周の長さはAB +BC +CA = 10+10+

10
√

2 = 10(2 +
√

2)である。



• 0 < x < 5のとき

図より，(D の周の長さ)= AP + PQ + QA =

x+x+x
√

2 = x(2+
√

2)である。よって条件

より

4
9
· 10(2 +

√
2) <= x(2 +

√
2) <=

5
9
· 10(2 +

√
2)

4
9
· 10 <= x <=

5
9
· 10

より
40
9

<= x <=
50
9
が成り立つ。今，0 < x < 5

より，これらの共通部分をとって

40
9

<= x < 5 · · · · · · 1©

が成り立つ。

• 5 <= x < 10のとき

(Dの周の長さ)は

PB + BR + RQ + QP

= PB + BR + (QA′ − RA′) + QP

= (10 − x) + (2x − 10) + {
√

2x −
√

2(2x − 10)} + x

= 2x +
√

2(10 − x) = (2 −
√

2)x + 10
√

2

となる。よって
4

9
· 10(2 +

√
2) <= (2 −

√
2)x + 10

√
2 <=

5

9
· 10(2 +

√
2)

80

9
+

40

9

√
2 <= (2 −

√
2)x + 10

√
2 <=

100

9
+

50

9

√
2

80

9
−

50

9

√
2 <= (2 −

√
2)x <=

100

9
−

40

9

√
2

10

9
(8 − 5

√
2) <= (2 −

√
2)x <=

10

9
(10 − 4

√
2)

10

9

8 − 5
√

2

2 −
√

2
<= x <=

10

9

10 − 4
√

2

2 −
√

2
10

9
(3 −

√
2) <= x <=

10

9
(6 +

√
2)

ここ

で，
√

2を 1.4として近似値を求めると

5

9
(6 − 2

√
2) = 1, 7 · · · ,

10

9
(6 +

√
2) = 8.2 · · ·

である。今，求めた xの範囲と 5 <= x < 10の共通部分を
とると

5 <= x <=
10

9
(6 +

√
2) · · · · · · 2©

である。

以上より， 1©と 2©から，求める xの範囲は

40
9

<= x <=
10
9

(6 +
√

2)

である。

16 （1） 解答

条件より，

x + y = 12, y + z = 7

である。よって，第１式より y = 12−xであり，ま

たこれを第２式に代入すると (12 − x) + z = 7 よ

り，これを z について解くと z = x − 5となる。

また，x, y, z はすべて正の数なので，

x > 0, 12 − x > 0, x − 5 > 0

のすべてが成り立たねばならない。よって x >

0, x < 12, x > 5より,共通範囲をとって 5 < x <

12

（2） 解答

直方体 A について，底面の面積は xy で与えられ，

側面は xz と yz で与えれらる。それぞれ同じ面積

の場所が２か所ずつあるので，直方体 A の表面積

は 2xy + 2yz + 2zxで与えられる。よって (1)から

y = 12 − x, z = x − 5

より

2xy + 2yz + 2zx = 150
xy + yz + zx = 75

x(12 − x) + (12 − x)(x − 5) + (x − 5)x = 75
−x2 + 24x − 60 = 75
x2 − 24x − 135 = 0
(x − 9)(x − 15) = 0

より，x = 9, 15である。ここで，(1)より 5 < x <

12を満たすのは x = 9である。このとき

y = 12 − 9 = 3, z = 9 − 5 = 4

より，(縦，横，高さ)=（9, 3, 4）

（3） 解答

直方体 A1 や A2 の表面積を SA1 , SA2 で表す。(2)

より，

SA1 = 2(xy1 + y1z + zx)
SA2 = 2(xy2 + y2z + zx)

である。また，元々の直方体 Aの y の部分を y1 と

y2 に分割し，その結果 y1 : y2 = 5 : 3となったので

y1 =
5
8
y, y2 =

3
8
y

である。これを先ほどの式に代入すると

SA1 = 2
(

x · 5
8
y +

5
8
y · z + zx

)
SA2 = 2

(
x · 3

8
y +

3
8
y · z + zx

) · · · (※)

となる。また条件より，直方体 A1 の表面積は直方

体 A2 の表面積よりも 22cm2 大きいので

SA1 − SA2 = 22



である。この式に (※)を代入すると

2
(

5
8
xy +

5
8
yz + zx

)
− 2

(
3
8
xy +

3
8
yz + zx

)
= 22(

5
8
xy +

5
8
yz + zx

)
−

(
3
8
xy +

3
8
yz + zx

)
= 11

5
8
xy +

5
8
yz − 3

8
xy − 3

8
yz = 11

2
8
xy +

2
8
yz = 11

xy + yz = 44
x(12 − x) + (12 − x)(x − 5) = 44

−2x2 + 29x − 60 = 44
2x2 − 29x + 104 = 0
(2x − 13)(x − 8) = 0

よって，x = 8,
13
2
であり，これらはどちらも

5 < x < 12を満たす。

• x = 8のとき

y = 12 − 8 = 4, z = 8 − 5 = 3

より，(縦，横，高さ ) =（8, 4, 3）

• x =
13
2
のとき

y = 12 − 13
2

=
11
2

, z =
13
2

− 5 =
3
2

より，(縦，横，高さ)=
(

13
2

,
11
2

,
3
2

)
17 （1） 解答

以下，正六角形の１辺の長さを ycm とする。する

と，正六角形の周の長さは 6y となる。また，正三

角形の１辺の長さは xcm であったので，周の長さ

は 3xとなる。よって，これらの和が元々の針金の

長さになるので

3x + 6y = 3a

6y = 3a − 3x

y =
a − x

2

また，yは正の数であるから，
a − x

2
> 0より x < a

である。そして，針金を長短で切って，長い方で正

三角形，短い方で正六角形を作っているので

3x > 6y

が成り立つ。ゆえに

3x > 6y

3x > 6 · a − x

2
3x > 3a − 3x

x >
1
2
a

これと x < aとの共通部分をとって

1
2
a < x < a

（2） 解答

１辺の長さが xの正三角形の面積は，図より

1
2
· x ·

√
3

2
x =

√
3

4
x2

である。また，正六角形は正三角形６個で作られて

いるので，１辺の長さが y の正六角形の面積は，１

辺の長さが y の正三角形６個分に等しく，

√
3

4
y2 × 6 =

3
√

3
2

y2

である。条件より，これらの和が
25
√

3
8

である

ので，
√

3
4

x2 +
3
√

3
2

y2 =
25
√

3
8

つまり

2x2 + 12y2 = 25

である。ここで，(1)から y =
a − x

2
であり，また

条件から a = 2
√

5より

2x2 + 12

(
2
√

5 − x

2

)2

= 25

2x2 + 12 · 20 − 4
√

5x + x2

4
= 25

5x2 − 12
√

5x + 35 = 0
(
√

5x − 5)(
√

5x − 7) = 0

よって x =
5√
5
,

7√
5
つまり，x =

√
5,

7
√

5
5
であ

る。ここで，(1) より x は
1
2
a < x < a を満たさ

なければならない。a = 2
√

5 であったので，x は
√

5 < x < 2
√

5をみたさねばならず，x =
√

5は不

適である。以上より，x =
7
√

5
5

（3） 解答

(2)と同様に考えると
√

3
4

x2 =
3
√

3
2

y2

x2 = 6y2 · · · (※)

x2 = 6
(

a − x

2

)2

x2 = 6 · a2 − 2ax + x2

4
2x2 = 3a2 − 6ax + 3x2

より，x2 − 6ax + 3a2 = 0となる。解の公式より

x =
−(−3a) ±

√
(−3a)2 − 1 · (3a2)

1
　 = 3a ±

√
9a2 − 3a2

= 3a ±
√

6a2

= 3a ±
√

6a (a > 0より)
= (3 ±

√
6)a



が成り立つ。ここで，(1) より x は
1
2
a < x < a

を満たさなければならないが，3 +
√

6 > 3 + 2 よ

り (3 +
√

6)a > 5a となってしまい
1
2
a < x < a

を満たさない。ゆえに
1
2
a < x < a を満たすのは

x = (3 −
√

6)a である。ここで，長い方の針金の

長さを X とすると，X は正三角形の周の長さに等

しく X = 3x である。また，短い方の針金の長さ

を Y とすると，Y は正六角形の周の長さに等しく

Y = 6y である。よって

X = 3x = 3(3 −
√

6)a
Y = 6y

= 6 · a − x

2
= 3a − 3x

= 3a − 3(3 −
√

6)a
= 3a − 9a + 3

√
6a

= 3(
√

6 − 2)a

が成り立つので，

X

Y
=

3(3 −
√

6)a
3(
√

6 − 2)a

=
3 −

√
6√

6 − 2

=
(3 −

√
6)(

√
6 + 2)

(
√

6 − 2)(
√

6 + 2)
=

3
√

6 + 6 − 6 − 2
√

6
6 − 4

=
√

6
2

よって，長い方の針金の長さ X は短い方の針金の

長さ Y の

√
6

2
倍である。

別解

（※）式より，x > 0, y > 0より x =
√

6y である。

また，X = 3x, Y = 6y より，x =
1
3
X, y =

1
6
Y

を代入して
1
3
X =

√
6 · 1

6
Y つまりX =

√
6

2
Y が成

り立つ。よって，長い方の針金の長さ X は短い方

の針金の長さ Y の

√
6

2
倍である。

18 （1） 解答

売り値を定価２００円より 2x円値下げすると，売

上個数は１００個から 2x個増加する。つまり，売

り値が 200− 2x円のときは 100 + 2x個売れるので

よって，売上金額は

(200− 2x)(100 + 2x) = −4x2 + 200x + 20000

となる。また，売り値 200−2x円は定価の半額（１

００円）以上で，定価（２００円）以下なので

100 <= 200 − 2x <= 200
100 − 200 <= −2x <= 200 − 200 (200を引く)
−100 <= −2x <= 0
50 >= x >= 0 (−2で割る)
0 <= x <= 50

となる。つまり，xのとりうる値の範囲は 0 <= x <=
50である。

（2） 解答

条件より仕入れ個数と売上個数は等しい。売上個数

が 100+2x個であるとき，仕入れ金額は１個あたり

７５円なので，仕入れに総額 75(100+2x)円かかっ

ている。(1)から売上金額は −4x2 + 200x + 20000

円なので，条件より

(−4x2 +200x+20000)−75(100+2x) = 12600

が成り立つ。よって

(−4x2 + 200x + 20000) − (7500 + 150x) = 12600
−4x2 + 50x − 100 = 0

2x2 − 25x + 50 = 0
(2x − 5)(x − 10) = 0

より，x =
5
2
, 10である。ここで，xは整数であるの

で x =
5
2
は不適であり，また (1)から 0 <= x <= 50

であるので，x = 10 はこれを満たす。以上より，

x = 10のときの売り値は

200 − 2x = 200 − 2 · 10 = 180円

である。

（3） 解答

• 0 <= x <= 10のとき

このとき，仕入れ個数 100 + 2x は１２０未満

なので，すべて仕入れ値は７５円である。よっ

て，(2)と同様に

(−4x2 + 200x + 20000) − 75(100 + 2x) = 12700
(−4x2 + 200x + 20000) − (7500 + 150x) = 12700

−4x2 + 50x − 200 = 0
2x2 − 25x + 100 = 0

となり，解の公式から

x =
−(−25) ±

√
(−25)2 − 4 · 2 · 100
2 · 2

=
25 ±

√
625 − 800
4

=
25 ±

√
−175

4

となる。よって，根号内が負になるので， 0 <=
x <= 10のとき解はない。

• 10 < x <= 50のとき

このとき，仕入れ個数 100+2xは１２０以上な

ので，１２０個の仕入れ値は７５円で，１２０

個を超えた分の仕入れ値は４０円になる。今，



仕入れる個数の総数は 100 + 2x より，仕入れ

値が４０円になる個数は

(100 + 2x) − 120 = 2x − 20個

である。よって，仕入れ値の総額は

75円× 120個+ 40円× (2x − 20)個
= 9000 + 80x − 800
= 80x + 8200円

である。ゆえに (2)と同様に

(−4x2 + 200x + 20000) − (80x + 8200) = 12700
−4x2 + 120x − 900 = 0

x2 − 30x + 225 = 0
(x − 15)2 = 0

より x = 15である。これは 10 < x <= 50を満

たす。

以上より，条件を満たすのは x = 15のときなので，

このときの売り値は

200 − 2x = 200 − 2 · 15 = 170円

である。

19 （1） 解答

1
3
x + 1 >

3x + 5
6

(両辺に６をかける)

2x + 6 > 3x + 5
−x > −1 (両辺を −1で割る)

x < 1

（2） 解答

2x − 4 > ax − a2

2x − ax > 4 − a2 (両辺を因数分解する)
(2 − a)x > (2 − a)(2 + a) · · · (※)

ここで，a < 2より 0 < 2− aつまり，2− a > 0で

あるから，(※)式の両辺を (2 − a)で割る。（2 − a

は正の数なので，不等号の向きは変わらない）

x > 2 + a

（3） 解答

不等式 3©の解は

2x − 3 > x − 4
x > −1

となる。よって， 1©と 3©を同時に満たす x の範囲

は −1 < x < 1 である。不等式 2©の解は (※) 式よ

り，2 − a の正負によって変わってくるので，a が

２より大きいか小さいかで場合分け。

• a < 2のとき

不等式 2©の解は (2) と同様 x > 2 + a である。

ゆえに数直線より，2 + a が −1 より左側，つ

まり

2 + a <= −1

であればいい。（2 + aは −1であってもよいの

で等号が必要である。なぜなら，2 + a が −1

のとき，不等式 2©は x > −1となり，この中に

−1 < x < 1なる xをすべて含めることができ

る。）

この不等式を解いて

a <= −3

が成り立つ。ここで，a < 2であるので，共通

範囲をとって a <= −3

• a > 2のとき

不等式 2©の解を求める。(2)の (※)式において

a > 2より 0 > 2− aつまり，2− a < 0である

から，(※)式の両辺を (2 − a)で割る。（2 − a

は負の数なので，不等号の向きは変わることに

注意）

x < 2 + a

ゆえに数直線より，2+aが 1より右側，つまり

1 <= 2 + a

であればいい。解いて

a >= −1

が成り立つ。ここで，a > 2であるので，共通

範囲をとって a > 2

以上より，求める aの範囲は a <= −3, a > 2



20 （1） 解答

x − 1
3

>
x − 2

5
(両辺に１５をかける)

5(x − 1) > 3(x − 2)
5x − 5 > 3x − 6

2x > −1 (両辺を２で割る)

x > −1
2

（2） 解答

不等式 2©に a =
√

2を代入すると

2
√

2x <= 3
√

2 − (
√

2)2

すなわち

2
√

2x <= 3
√

2 − 2

となる。ここで，両辺を 2
√

2で割る。（2
√

2は正の

数なので，不等号の向きは変わらないことに注意）

x <=
3
√

2 − 2
2
√

2

ここで，右辺を有理化すると

3
√

2 − 2
2
√

2
=

(3
√

2 − 2)
√

2
2(
√

2)2

=
6 − 2

√
2

4

=
3 −

√
2

2

より，結局 a =
√

2における不等式 2©の解は

x <=
3 −

√
2

2
· · · (※)

となる。ここで，3 −
√

2 は明らかに正の数である

から，−1
2
より大きいので，(1)と (※)の共通範囲

をとって

−1
2

< x <=
3 −

√
2

2

である。

（3） 解答

条件より，１桁の自然数とは

1, 2, 3, · · · , 8, 9

の９個である。（０は自然数ではない。）また，不等

式 2©の解を求める際に不等式 2©の両辺を 2aで割る

が，aの正負によって不等号の向きが変わってくる

ので，a > 0と a < 0で場合分けをする。

• a > 0のとき

不等式 2©の両辺を 2aで割る。ここで，2aは正

の数なので不等号の向きは変わらない

x <=
3a − a2

2a

右辺を約分すると

3a − a2

2a
=

a(3 − 2a)
2a

=
3 − a

2

より，結局不等式 2©の解は

x <=
3 − a

2

となる。ここで不等式 1©， 2©をともに満たす x

の範囲内に，１桁の自然数が１つだけなので，

不等号の向きから考えて，−1
2

< x <=
3 − 2a

2
の中に x = 1 のみが含まれるような a の値の

範囲を求めればよい。

すると数直線より

1 <=
3 − a

2
< 2

であればよく，

1 <=
3 − a

2
< 2 (すべてに２をかける)

2 <= 3 − a < 4 (すべてから３を引く)
−1 <= −a < 1 (すべてを −1で割る)
1 >= a > −1

より，−1 < a <= 1となる。今，a > 0より，こ

れらの共通範囲をとって 0 < a <= 1となる。

• a < 0のとき

不等式 2©の両辺を 2aで割る。ここで，2aは負

の数なので不等号の向きは変わる

x >=
3a − a2

2a

右辺を約分すると，不等式 2©の解は

x >=
3 − a

2

となる。ここで不等式 1©， 2©をともに満たす x

の範囲内に，１桁の自然数が１つだけなので，

不等号の向きから考えて，x >=
3 − 2a

2
の中に

x = 9のみが含まれるような aの値の範囲を求

めればよい。



すると数直線より

8 <
3 − a

2
<= 9

であればよく，

8 <
3 − a

2
<= 9 (すべてに２をかける)

16 < 3 − a <= 18 (すべてから３を引く)
13 < −a <= 15 (すべてを −1で割る)
−13 > a >= −15

より，−15 <= a < −13となる。今 a < 0であ

るが，−15 <= a < −13に含まれる aはすべて

a < 0を満たす。

以上より，求める aの範囲は

−15 <= a < −13, 0 < a <= 1

である。

21 （1） 解答

x − 5 >=
x − 13

3
(両辺に３をかける)

3(x − 5) >= x − 13
3x − 15 >= x − 13

2x >= 2 (両辺を２で割る)
x >= 1

（2） 解答

x = 2が不等式 2©を満たすので， 2©の xに 2を代入

してできる関係式が成り立つ。よって

2a − 4 <= 2 · 2 <= 5a + 2

が成り立つ。この式は{
2a − 4 <= 4 · · · ( )
4 <= 5a + 2 · · · ( )

の連立不等式が成り立つことに等しい。( ) 式よ

り 2a <= 8 から a <= 4 である。また，( ) 式から

5a >= 2から a >=
2
5
である。よって，これらの共通

範囲より

2
5

<= a <= 4 · · · (※)

となる。ここで今 a は正の定数であるので a > 0

であるが，(※) に含まれる a はすべて a > 0 を満

たす。以上より
2
5

<= a <= 4である。

（3） 解答

xの２次方程式 x2 − (3a + 1)x + 6a − 2 = 0につ

いて

x2−(3a+1)x+6a−2 = x2+(−3a−1)x+2(3a−1)

と考えると

　


1 −2 → −2

×
1 −(3a − 1) → −3a + 1
1 2(3a − 1) −3a − 1


x2 − (3a+1)x+6a−2 = (x−2){x− (3a−1)}

と因数分解できる。ゆえに２次方程式 x2 − (3a +

1)x + 6a − 2 = 0の解は

(x − 2){x − (3a − 1)} = 0

より，x = 2, 3a − 1である。条件から，x = 2と

x = 3a − 1 の両方が，不等式 1©も 2©も満たすよう
な aの範囲を求める。

• x = 2について

不等式 1©を満たす x の範囲は (1) から x >= 1

である。よって x = 2 は x >= 1 の中に含まれ

るので，x = 2は不等式 1©を満たすことが確か
められた。また，x = 2が不等式 2©を満たすと
きの aの範囲は，(2)の結果より

2
5

<= a <= 4で

ある。従って，x = 2が不等式 1©， 2©を同時に
満たすときの aの範囲は

2
5

<= a <= 4 · · · ( )

である。

• x = 3a − 1について

不等式 1©を満たす x の範囲は (1) から x >= 1

である。よって x = 3a − 1が x >= 1の中に含

まれればよいので

3a − 1 >= 1 · · · (a)

が成り立てばよい。また，x = 3a− 1が不等式

2©を満たすとき，(2)と同様に

2a − 4 <= 2(3a − 1) <= 5a + 2

が成り立つ。この式は{
2a − 4 <= 2(3a − 1) · · · (b)
2(3a − 1) <= 5a + 2 · · · (c)

の連立不等式が成り立つことに等しい。従っ

て，x = 3a− 1が不等式 1©， 2©を同時に満たす



には，(a)，(b)，(c)の３つの不等式が同時に成

り立てばいい。

(a)から 3a >= 2 よって a >=
2
3

(b)から 2a − 4 <= 6a − 2 よって a >= −1
2

(c)から 6a − 2 <= 5a + 2 よって a <= 4

これらを同時に満たす aの範囲は数直線より

2
3

<= a <= 4 · · · ( )

となる。ここで条件より a > 0であるが，( )

に含まれる aはすべて a > 0を満たす。

以上より，( ) と ( ) の共通範囲を考えると，求

める aの範囲は

2
3

<= a <= 4

である。

22 （1） 解答

x = −1 ±
√

12 − 1 · (−4)
= −1 ±

√
5

（2） 解答

(1) より，x = −1 ±
√

5 である。正であるのは

−1 +
√

5であるから a = −1 +
√

5である。よって

(a + 1)x > 2a + 7
{(−1 +

√
5) + 1}x > 2(−1 +

√
5) + 7√

5x > −2 + 2
√

5 + 7√
5x > 5 + 2

√
5

両辺を
√

5で割る。
√

5は正の数なので，不等号の

向きは変わらない。

x >
5 + 2

√
5√

5

ここで，右辺を有理化すると

(5 + 2
√

5)
√

5√
5 ·

√
5

=
5
√

5 + 10
5

=
√

5 + 2

よって

x > 2 +
√

5

である。

（3） 解答

2©の解は (2)より x > 2 +
√

5である。また，2x−
k + 1 < 0を解くと

2x − k + 1 < 0
2x < k − 1

x <
k − 1

2

となる。ここで，2 <
√

5 < 3であるから，すべて

に２を加えると

4 < 2 +
√

5 < 5

が成り立つ。よって，x > 2 +
√

5と x <
k − 1

2
の

両方を満たす整数 xが３個であるには，数直線より

7 <
k − 1

2
<= 8

であればよい。ゆえに

7 <
k − 1

2
<= 8 (すべてに２を掛ける)

14 < k − 1 <= 16 (すべてに１を足す)
15 < k <= 17

よって，15 < k <= 17 が成り立つが，条件より k

は整数であるので，この範囲内に存在する整数は

k = 16, 17のみである。






















































