
Q�が自然数のとき，数学的帰納法を用いて次の等式を証明せよ。１

　　　　�･����･����……��Q･Q� � 
�Q � ���　……�①

すべての自然数�Q�について， ��Q �� � �Q �� �は����の倍数であることを証明せよ。２ ��以上のすべての自然数�Q�について，次の不等式が成り立つことを証明せよ。３

　　　　　　　　 �Q �� ! �Q �Q��　……�①
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�D  �， �Q �D  
QD

�� � 
��Q � QD
�によって定められる数列�� �QD �について４

���　 �D ， �D ， �D �を求めよ。

���　 QD �を�Q�で表す式を推測し，それを数学的帰納法で証明せよ。

S�は素数とする。このとき，自然数�Q�について， SQ �Q �が�S�の倍数であることを数学的５

帰納法によって証明せよ。

Q �は自然数とする。���数�[，\�の和と積が整数ならば， �Q[ Q\ �は整数であることを証明６

せよ。



数列�� �QD ���ただし� QD !���について，関係式７

　　　　　 �
� 
���D �D �…… �� QD  �

�D � �
�D ��……�� �

QD

が成り立つとき， QD  Q �であることを証明せよ。



Q�が自然数のとき，数学的帰納法を用いて次の等式を証明せよ。１

　　　　�･����･����……��Q･Q� � 
�Q � ���　……�①

S　略

 解説

>�@　Q ��のとき

　　　　　　� 
左辺  �･�� �，　� 
右辺  � 
�� � ��� �

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　�･����･���……�N･N� � 
�N � ���　……�②

　Q N���のときを考えると，②�から

　　　　�･����･���……�N･N���N 
�� ･� 
�N � �

　　　 � 
�N � �����N 
�� ･� 
�N � � ����N �
�� ･� 
�N � ���

　　　 �N 
�� ･� 
�N � ��� � 
�N � ��� � ��� 
�N � � ���

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

すべての自然数�Q�について， ��Q �� � �Q �� �は����の倍数であることを証明せよ。２

S　略

 解説

｢ ��Q �� � �Q �� �は����の倍数である｣�を�①�とする。

>�@　Q ��のとき　　 �･� � �� � �� ��  ����� �� ��･�

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　 ��N �� � �N ��  ��P����P�は整数���……�②　とおける。

　Q N���のときを考えると，②�から

　　　　 ��� ��N � �� � �� ��N � ��  �� ･ ��N �� � �N ��  �����P 
� �N �� � �N ��

　　　　　　　　　　　��� ��･��P���� 
�� ･ �N ��  �����P 
� �N ��

　��P� �N �� �は整数であるから， ��� ��N � �� � �� ��N � �� �は����の倍数である。

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

T���　二項定理を利用

　　　 ��Q �� � �Q ��  �･ �Q� � �� ･ Q�  �･ Q�� ��･ Q�  � Q
� 
��� � ��･ Q�

　　 ��
Q�� � �Q&

�Q ��� ･�� �Q&
�Q ��� ･ �� ��……�� �Q �Q& ��･ �Q �� 
� Q� ��･ Q�

　　 �･���
�Q ��� � �Q&

�Q ��� ･�� �Q&
�Q ��� ･ �� �…… 
� �Q �Q&

�Q �� ��･ Q� ��･ Q�

　　よって， ��Q �� � �Q �� �は����の倍数である。

T���　合同式を利用

　　������ 
PRG��� �であるから　 �Q� � Q� �� 
PRG��� 　　よって　 ��Q �� ��･ Q� �� 
PRG���

　　この両辺に� �Q ��  �･ Q� �を加えると

　　 ��Q �� � �Q �� ��･ Q� ��･ Q� ���･ Q� ���� 
PRG���

　　ゆえに， ��Q �� � �Q �� �は����の倍数である。

��以上のすべての自然数�Q�について，次の不等式が成り立つことを証明せよ。３

　　　　　　　　 �Q �� ! �Q �Q��　……�①

S　略

 解説

>�@　Q ��のとき　　�左辺� ��  �，�右辺� �� ���� �

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N��N����のとき，①�が成り立つと仮定すると　　 �N �� ! �N �N��　……�②

　Q N���のとき，①�の両辺の差を考えると，②�から

　　　 N� ��
�

� 
�N � ��N 
�� ���  �･ �N �� ��
�N �N 
�� �

　　　　　　　　　　　　　　��!��
�N �N 
�� ��

�N �N 
��

　　　　　　　　　　　　　　�� � �N ��N�� � �
� 
�N � ��!�

　ゆえに　　 N� ! �
� 
�N � ��N 
�� ��

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，Q���であるすべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

�D  �， �Q �D  
QD

�� � 
��Q � QD
�によって定められる数列�� �QD �について４

���　 �D ， �D ， �D �を求めよ。

���　 QD �を�Q�で表す式を推測し，それを数学的帰納法で証明せよ。

S　���　 �D  
�

�
， �D  

�

�
， �D  

�

��
　　���　 QD  

�
�Q
，証明略

 解説

���　 �D  
�D

�� � �D
 

�

�� �･�
 
�

�
，

　　 �D  
�D

�� � �D
 

�

�

�� �･
�

�

 
�

�� �
 
�

�
，

　　 �D  
�D

�� � �D
 

�

�

�� �･
�

�

 
�

�� �
 
�

��

���　����から， QD  
�
�Q
��……�①��と推測される。

　>�@　Q ��のとき　　 �D  
�
��
 ��から，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　　 ND  
�
�N
��……�②

　　Q N���のときを考えると，②�から

　　　　　 �N �D  
ND

�� � 
��N � ND
 

�
�N

�� � 
��N � ･
�
�N

 
�

��N � 
��N �
 

�
�

� 
�N �

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

S�は素数とする。このとき，自然数�Q�について， SQ �Q �が�S�の倍数であることを数学的５

帰納法によって証明せよ。

S　略

 解説

｢ SQ �Q �は�S�の倍数である｣�を�①�とする。

>�@　Q ��のとき　　 S� �� �

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると， SN �N SP ���P�は整数�　……�②�と

　おける。

　Q N���のときを考えると，②�から

　　 S
� 
�N � ��N 
��  SN � �S&

�S �N � �S&
�S �N �……� �S �S&

�N � �S �S& N����N 
��

　　　　　　　　　� �S&
�S �N � �S&

�S �N �……� �S �S&
�N � �S �S& N�SP　……�③

　��U�S���のとき　　 US&  
S�

U�� 
�S U �
 

S

U
･ � 
�S � �

� 
�U � �� 
�S U �
 

S

U
･ �U ��S �&

　よって　　U･ US&  S･ �U ��S �&

　S�は素数であるから，U�と�S�は互いに素であり， US& �は�S�で割り切れる。

　ゆえに，③�から， S
� 
�N � ��N 
�� �は�S�の倍数である。

　したがって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について， SQ �Q �は�S�の倍数である。

Q �は自然数とする。���数�[，\�の和と積が整数ならば， �Q[ Q\ �は整数であることを証明６

せよ。

S　略

 解説

>�@　  Q ��のとき，  ��[ �\ �[ \�で整数である。

　　  Q ��のとき， ��[ �\  ��� 
�[ \ �[\�で整数である。

>�@　  Q N， �N ��のとき， �Q[ Q\ �が整数である，すなわち， �N[ N\ ， ��N �[ �N �\ �はと

　もに整数であると仮定する。

　  Q �N ��のときを考えると

　　　　　 ��N �[ �N �\  �� 
��N �[ �N �\ � 
�[ \ [\� 
�N[ N\

　 �[ \，[\�は整数であるから，仮定により， ��N �[ �N �\ �も整数である。

　よって，  Q �N ��のときにも� �Q[ Q\ �は整数である。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q �について， �Q[ Q\ �は整数である。

数列�� �QD ���ただし� QD !���について，関係式７

　　　　　 �
� 
���D �D �…… �� QD  �

�D � �
�D ��……�� �

QD

が成り立つとき， QD  Q �であることを証明せよ。

S　略

 解説

>�@　  Q ��のとき， �
�D  �

�D ， �D !��から　　  �D ��

　ゆえに，Q ��のとき� QD  Q �は成り立つ。

>�@　Q�N�のとき， QD  Q �が成り立つと仮定する。

　Q N���のときを考えると

　　　　　　　 �
� ��� 
��� � �…… �� N �N �D  �� � �� ��……�� �N � �

�N �D 　……�①
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　　　　　　　�①�の左辺� �
� 
��� � �…… �� N ��������……� 
�N �N �D � �

�N �D

　　　　　　　　　　　��� 
�

� �
�

�
N� 
�N � ��･

�

�
N�N 
�� �N �D � �

�N �D

　　　　　　　　　　　��� �� � �� ��……�� �N �N�N 
�� �N �D � �
�N �D

　①�の右辺と比較して　　 �N� 
�N � �N �D �
�N �D ＝ �

�N �D

　ゆえに　　  �N �D � 
��N �D N � ���N �D � 
�N � �

　 !�N �D ��であるから　　  �N �D �N �

　よって，  Q �N ��のときにも� QD  Q �は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q �に対して� QD  Q �は成り立つ。


