
すべての自然数�Q�に対して，次の等式が成り立つことを，数学的帰納法によって証明せ１.

よ。　　　　�･���･���･���……��Q�Q 
��  
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
��

Q�が自然数のとき，数学的帰納法によって，次の等式２.

　　　　　　　���� �� ��……�� �Q ��  
�

� �
Q� 
�� 　……�①

を証明せよ。

Q�は自然数とする。数学的帰納法によって，次の等式を証明せよ。３.
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�Q �

� �
�

�
 ��Q 
��

Q

� �
�

�
��

���　�Q 
�� �Q 
�� �Q 
�� ･……･� 
�Q  
Q� ･�･�･�･……･��Q 
��

Q�は自然数とする。このとき� Q�� ���は����の倍数であることを，数学的帰納法によって４.

証明せよ。

Q�を自然数とする。次のことを数学的帰納法によって証明せよ。５.

���　�Q 
�� �Q 
�� �は���の倍数　　　　　　������　 �Q �� �Q ��Q�は���の倍数

すべての自然数�Q�について， ��Q �� � �Q �� �は����の倍数であることを証明せよ。６.
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Q�が���以上の自然数であるとき，不等式� Q� !�Q���が成り立つことを数学的帰納法によ７.

って証明せよ。

Q�が���以上の自然数であるとき，不等式� Q� ! �Q �が成り立つことを，数学的帰納法によ８.

って証明せよ。

�D  ��， �Q �D  �
QD �� QQD �����Q �，�，�，……��で定義される数列�� �QD �について，９.

一般項� QD �を推測し，それが正しいことを，数学的帰納法を用いて証明せよ。

条件� �D  �，
�

QD  �Q 
�� �Q �D ���によって定められる数列�� �QD �について10.

���　 �D ， �D ， �D ��を求めよ。

���　第�Q�項� QD �を推測して，その結果を数学的帰納法によって証明せよ。

漸化式� �D  �， �Q �D  � �
QD �� QD �����Q �，�，……��で定まる整数の数列�� �QD �を考え11.

る。このとき， QD ���は���で割り切れることを証明せよ。



すべての自然数�Q�に対して，次の等式が成り立つことを，数学的帰納法によって証明せ１.

よ。　　　　�･���･���･���……��Q�Q 
��  
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
��

S　略

 解説

等式を�①�とする。

>�@　Q ��のとき

　　　　�左辺� �･� �，�右辺� 
�

�
･�･�� 
�� ��･� 
��  �

　ゆえに，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき　①�が成り立つと仮定すると

　　　　�･���･���･���……��N�N 
��  
�

�
N�N 
�� ��N 
��

　が成り立つ。ここでQ N��のときの�左辺�は

　　　�左辺� �･���･���･��…………………��N 
�� ��N 
�� ���

���������������������� �･���･���･���……��N�N 
�� ��N 
�� �N 
��

　　　　　�� 
�

�
N�N 
�� ��N 
�� ��N 
�� �N 
�� ���������仮定より�

　　　　　�� 
�

� �N 
�� �N��N 
�� ���N �
��

　　　　　�� 
�

� �N 
�� �N 
�� ��N 
��

　　　　　� 
�

� �N 
�� ��N 
�� ��� ���N 
�� ���  �右辺�

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について等式�①�は成り立つ。

Q�が自然数のとき，数学的帰納法によって，次の等式２.

　　　　　　　���� �� ��……�� �Q ��  
�

� �
Q� 
�� 　……�①

を証明せよ。

S　略

 解説

>�@　Q ��のとき

　� 
左辺  �，� 
右辺  
�

� �
�� 
��  �

　ゆえに，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　����� �� ��……�� �N ��  
�

� �
N� 
�� 　……�②

　Q N���の場合の�左辺�を考えると

　　　�左辺� ���� �� �………………� �� ��N � ��

　　�������������� ���� �� ��……�� �N �� � N�

　　　　　�� 
�

� �
N� 
�� � N� 　　　　　（②より）

　　　　　�� 
�

� �
N� ���� 
･ N�

　　　　　�� 
�

� ��� 
�� ･ N� ���

　　　　　�� 
�

� ��･
N� 
��

　　　　　�� 
�

� �
�N �� 
��  �右辺�

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�により，すべての自然数�Q�について等式�①�は成り立つ。

Q�は自然数とする。数学的帰納法によって，次の等式を証明せよ。３.
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���　�Q 
�� �Q 
�� �Q 
�� ･……･� 
�Q  
Q� ･�･�･�･……･��Q 
��

S　���　略　　���　略　　

 解説

���　���･
�

�
��･

�

� �
�

�
�……�Q

�Q �

� �
�

�
 ��Q 
��

Q

� �
�

�
����……�①とする。

　>�@　Q ��のとき　　　左辺 �，　右辺 �･� 
�� ･
�

�
�� �

　　よって，Q ��のとき�①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つ，すなわち

　　　　　���･
�

�
�……�N

�N �

� �
�

�
 ��N 
��

N

� �
�

�
��　……�②

　　と仮定する。Q N���のとき，①�の左辺について考えると，

　　　　�左辺� ���･
�

�
�…………………��N 
��

N

� �
�

�

　　　　　����� ���･
�

�
�……�N

�N �

� �
�

�
��N 
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　　　（②より）
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�� �右辺�

　　ゆえに，①�は�Q N���のときにも成り立つ。

　>�@，>�@�から，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

���　�Q 
�� �Q 
�� �Q 
�� ･……･� 
�Q  
Q� ･�･�･�･……･��Q 
�� �……�①

　>�@　Q ��のとき　　　左辺 �，　右辺 �� ･� �

（左辺はQ��から�QまでQ個なのでQ �を代入して�から�まで�個，つまり�のみ）

　　よって，Q ��のとき�①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つ，すなわち

　　　　　　�N 
�� �N 
�� ･……･� 
�N  
N� ･�･�･……･��N 
�� 　……�②

　　と仮定する。Q N���のとき，①�の左辺について考えると，

　　　��N 
�� ��� ��N 
�� ��� ･………･���N �
�� となる。つまり

　　　�N 
�� �N 
�� ･……………･��N 
�� となり，これはN��から�N��までの

　　　すべての自然数の積である。ここで

　　　　　　�N 
�� �N 
�� ･……･� 
�N ･��N 
�� ��N 
��

　　

　　と考え，また②より両辺をN��で割って

　　　　�N 
�� �N 
�� ………� 
�N  
･････N� � � � …… � 
��N �

�N �

　　とすると

　　　�N 
�� �N 
�� ･……･� 
�N ･��N 
�� ��N 
��

　　　　　 
･････N� � � � …… � 
��N �

�N �
･��N 
�� ��N 
��

　　　　　 
･････N� � � � …… � 
��N �

�N �
･��N 
�� ��N 
�� 　　　（�N��を因数分解）

　　　　　 N� ･�･�･�･……･��N 
�� ��N 
�� ･�　　　　　　（両辺N��で割る）

　　　　　 �N �� ･�･�･�･……･��N 
�� ��N 
�� 　　　　　　（�の指数を増やす）

　　　　　 �N �� ･�･�･�･……･��N 
�� ���N 
�� ��� 　　　　　

　　ゆえに，①�は�Q N���のときにも成り立つ。

　>�@，>�@�から，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

Q�は自然数とする。このとき� Q�� ���は����の倍数であることを，数学的帰納法によって４.

証明せよ。

S　略

 解説

事柄�｢ Q�� ���は����の倍数である｣�を�①�とする。

>�@　Q ��のとき　　 ��� �� ��

　よって，Q ��のとき�①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると，P�を整数として，

N�� �� ��P，つまり N�� �� ��P �と表される。

　Q N���のとき

　　　　　　 �N ��� �� ��･ N�� �� �����P 
�� ��

　　　　　　　　　　 ���P��� �����P 
��

　��P���は整数であるから， �N ��� ���は����の倍数となり，Q N���のときにも�①�が

　成り立つ。

>�@，>�@�により，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

Q�を自然数とする。次のことを数学的帰納法によって証明せよ。５.

���　�Q 
�� �Q 
�� �は���の倍数　　　　　　������　 �Q �� �Q ��Q�は���の倍数

S　���　略　　���　略

 解説

���　事柄「�Q 
�� �Q 
�� �は���の倍数」を�①�とする。

　>�@　Q ��のとき　�･� ��で�①�が成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つとすると

　　　　　　�N 
�� �N 
��  �S����S�は整数�

　　とおける。

　　Q N���のとき

　　　　　　��N 
�� ��� ��N 
�� ���  �N 
�� �N 
�� ���N 
�� ��N �
�� ��

　　　　　　　　　　　　　　　　� �S���N 
��  ��S�N 
��

　　S�N���は整数であるから，��N 
�� ��� ��N 
�� ��� �は���の倍数となり，Q N��

　　のときにも�①�が成り立つ。
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　>�@，>�@�により，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

���　事柄「 �Q �� �Q ��Q��は���の倍数」を�②�とする。

　>�@　Q ��のとき　 �� ��･ �� ��･� ��で�②�が成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，②�が成り立つとすると

　　　　　　 �N �� �N ��N �T����T�は整数�

　　とおける。

　　Q N����のとき

　　　　　　 �
� 
�N � �� �

� 
�N � ���N 
��  �
�N �� �N 
��N �� �N ��N��

　　　　　　　　　　　　　　　　　　�� �T���N 
�� �N 
��

　　����より，�N 
�� �N 
��  �S����S�は整数��とおけるから

　　　　　　�T���N 
�� �N 
��  �T��･�S ��S 
�T

　　S�T�は整数であるから， �
� 
�N � �� �

� 
�N � ���N 
�� �は���の倍数となり，Q N��

　　のときにも�②�が成り立つ。

　>�@，>�@�により，②�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

U　���は連続する２整数の積であるから，２整数のどちらかは偶数になるので

　　　かならず�の倍数となる

すべての自然数�Q�について， ��Q �� � �Q �� �は����の倍数であることを証明せよ。６.

S　略

 解説

｢ ��Q �� � �Q �� �は����の倍数である｣�を�①�とする。

>�@　Q ���のとき　 �･� � �� � �� ��  ����� �� ��･�

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N��のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　 ��N �� � �N ��  ��P����P�は整数���……�②　とおける。

　Q N����のときを考えると，②�から　 ��N ��  ��P� �N �� 　より

　　　　 ��� ��N � �� � �� ��N � ��  �� ･ ��N �� � �N ��  �����P 
� �N �� � �N ��

　　　　　　　　　　　　 �����P 
� �N �� ��･ �N ��

　　　　　　　　　　　��� ��･��P���� 
�� ･ �N ��  �����P 
� �N ��

　��P� �N �� ��は整数であるから， ��� ��N � �� � �� ��N � �� �は����の倍数である。

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

Q�が���以上の自然数であるとき，不等式� Q� !�Q���が成り立つことを数学的帰納法によ７.

って証明せよ。

S　略

 解説

!Q� ��Q �　……�①�とする。

>�@　  Q ��のとき

　　　　　　�左辺��  �� ��，�右辺��  �･� � � �

　ゆえに，不等式�①�は�  Q ��のとき成り立つ。

>�@　N���として，  Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　 !N� ��N �

　  Q �N ��のとき，①�の両辺の差を考えると

　　　　　　  ��N �� � ���� 
�N � � �･� N� � 
��N �

　　　　　　　　　　　　　　���!���N 
�� ���N 
�� 　　……②

　　　　　　　　　　　　　　　 �N!�

　すなわち　 !�N �� ��� 
�N � �

　よって，  Q �N ��のときにも不等式�①�は成り立つ。

>�@，>�@�により，不等式�①�は���以上のすべての自然数�Q �について成り立つ。

U　②において

　　　①から　 N� !�N��　より　�　�����　　両辺を�倍して

　　　　　　�･ N� !���N 
�� 　　　　　　両辺から�N��を引いて　

　��　�･ N� ���N 
�� !���N 
�� ���N 
�� 　　

　　が成り立つ。

Q�が���以上の自然数であるとき，不等式� Q� ! �Q �が成り立つことを，数学的帰納法によ８.

って証明せよ。

S　略

 解説

Q� ! �Q 　……�①　とする。

>�@　Q ��のとき　�左辺� ��  ��，�右辺� ��  ��

　ゆえに，不等式�①�は�Q ��のとき成り立つ。

>�@　N���として，Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　 N� ! �N

　Q N���のとき，①�の両辺の差を考えると

[�

�\

�2 �

　　　 �N �� � �
� 
�N �  �･ N� ��

�N ��N 
��

　　　　　　　　　!�･ �N ��
�N ��N 
�� 　……②

　　　　　　　　　 �N ��N��

　N��　より　 �N ��N�� �
� 
�N � ��!��であるから

　　　　　　　　　 �N �� ! �
� 
�N �

　よって，Q N���のときにも不等式�①�は成り立つ。

>�@，>�@�により，不等式�①�は���以上のすべての自然数�Q�について成り立つ。

U　②について

　①から　 N� ! �N 　より　�　�����　　両辺を�倍して

　　　　　�･ N� !� �N 　　　　　　両辺から �N ��N��を引いて　

　��　�･ N� ��
�N ��N 
�� !� �N ��

�N ��N 
�� 　　

　　が成り立つ。

�D  ��， �Q �D  �
QD �� QQD �����Q �，�，�，……��で定義される数列�� �QD �について，９.

一般項� QD �を推測し，それが正しいことを，数学的帰納法を用いて証明せよ。

S　 QD  ��Q��，証明略

 解説

　　　　 �D  ��， �D  
�
�D ��･�･ �D �� ��

　　　　 �D  
�
�D ��･�･ �D �� ��

　　　　 �D  
�
�D ��･�･ �D �� ��

ゆえに， QD  ��Q����……�①�と推測される。

すべての自然数�Q�について，①�が成り立つことを数学的帰納法で証明する。

>�@　Q ��のとき，①�で�Q ��とすると　　 �D  ��

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると　　 ND  ��N��

　Q N���のとき，与えられた漸化式から

　　　　　 �N �D  �
� 
ND �� NND ��

　　　　　　　 �
� 
���N � ��N���N 
�� �� ��N��

　　　　　　　 ���N 
�� ��

　したがって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�により，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

条件� �D  �，
�

QD  �Q 
�� �Q �D ���によって定められる数列�� �QD �について10.

���　 �D ， �D ， �D ��を求めよ。

���　第�Q�項� QD �を推測して，その結果を数学的帰納法によって証明せよ。

S　���　 �D  �， �D  �， �D  �　　���　証明略。 QD  Q��

 解説

���　 ��  � �D ���から　 �D  �，　　 ��  � �D ���から　 �D  �

　　 ��  � �D ���から　 �D  �

���　����から， QD  Q�����……�①�であると推測される。

　>�@　Q ��のとき，明らかに�①�は成り立つ。　

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つ，すなわち� ND  N��　……�②�と仮定する。

　　 �
ND  �N 
�� �N �D ���であるから，②�により

　　　　　　　　��� �
� 
�N �  �N 
�� �N �D ��

　　ゆえに　　　　 �N ��N�� �N 
�� �N �D

　　すなわち　　　�N 
�� �N 
��  �N 
�� �N �D

　　両辺を�N���� 

� �で割ると　　 �N �D  N�� �N 
�� ��

　　よって，①�は�Q N���のときにも成り立つ。

　>�@，>�@�から，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

漸化式� �D  �， �Q �D  � �
QD �� QD �����Q �，�，……��で定まる整数の数列�� �QD �を考え11.

る。このとき， QD ���は���で割り切れることを証明せよ。
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 解説

｢ QD ���は���で割り切れる」を�①�とする。

>�@　Q ��のとき　 �D �� ��� �

　よって，�は��で割り切れるから，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　 ND �� �P���P�は整数���……�②　とおける。

　Q N���のときを考えると，②�から ND  �P��　，また漸化式より
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　�� �P ���P���は整数であるから， �N �D ���は����で割り切れる。

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。


