
次の���点が同じ平面上にあるように，[�の値を定めよ。１.

　　　　$���，�，��，%���，�，��，&���，�，��，3���，�，[�

平行六面体�$%&'�()*+�において，辺�%)�を��：��に内分する点を�3，辺�)*�を��：�２.

に内分する点を�4，辺�'+�の中点を�5�とする。��点�$，3，4，5�は同じ平面上にある

ことを示せ。

四面体�2$%&�を考える。辺�2$�の中点を�3�とする。また辺�2%�を��：��に内分する点を�３.

4�として，辺�2&�を��：��に内分する点を�5�とする。更に三角形�$%&�の重心を�*�とす

る。

��点�3，4，5�を通る平面と直線�2*�の交点を�.�とするとき，2.�を�2$，2%，2&�を

用いて表せ。

四面体�2$%&�において，線分�2$�を��：��に内分する点を�3，線分�2%�を��：��に内分す４.

る点を�4，線分�%&�を��：��に内分する点を�5�とする。この四面体を���点�3，4，5�を通

る平面で切り，この平面が線分�$&�と交わる点を�6�とするとき，線分の長さの比�

$6：6&�を求めよ。
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四面体�$%&'�を考える。△$%&�と�△$%'�は正三角形であり，$&�と�%'�とは垂直で５.

ある。

���　%&�と�$'�も垂直であることを示せ。

���　四面体�$%&'�は正四面体であることを示せ。

空間において，��点�$�� 
�，�，� ，%�� 
�，�，� ，&�� 
�，�，� �を頂点とする三角形�$%&�が６.

ある。原点�2�� 
�，�，� �から平面�$%&�に垂線を下ろし，平面�$%&�との交点を�+�とす

るとき，+�の座標を求めよ。

��点�$���，�，��，%���，�，��，&���，�，���を通る平面を�D�とし，原点�2�から平面�D�に７.

下ろした垂線の足を�+�とする。次のものを求めよ。

���　△$%&�の面積　　　　　　　　　　　�����　線分�2+�の長さ



各辺の長さが���の正四面体�3$%&�において，$�から�平面�3%&�に下ろした垂線の足を�+８.

とし，3$ D，3% E，3& F�とする。

���　内積�D･E，D･F，E･F�を求めよ。　　　����　3+�を�E�と�F�を用いて表せ。

���　正四面体�3$%&�の体積を求めよ。

辺の長さが���である正四面体�$%&'�がある。線分�$%�を�W：�� 
�W �に内分する点を�(�と９.

し，線分�$&�を��� 
�W ：W�に内分する点を�)�とする����W��，ただし�W ��のとき

( $，) &，W ��のとき�( %，) $�とする�。�(')�を�K�とするとき

���　FRVK �を�W�で表せ。　　　　　　　　　���　FRVK �の最大値と最小値を求めよ。

四面体�2$%&�は，2$ �，2% �，2& �，�$2% ���，�$2& �%2& ���10.

を満たしている。

���　点�&�から�△2$%�に下ろした垂線と�△2$%�との交点を�+�とする。ベクトル�&+�を

　2$，2%，2&�を用いて表せ。

���　四面体�2$%&�の体積を求めよ。



次の���点が同じ平面上にあるように，[�の値を定めよ。１.

　　　　$���，�，��，%���，�，��，&���，�，��，3���，�，[�

S　[ �

 解説

�解答���　$3 � 
�，�，[ ，$% � 
�，�，� ，$& � 
�，�，�

　��点�$，%，&�は一直線上にないから，点�3�が平面�$%&�上にあるための条件は，

　$3 V$%�W$&�となる実数�V，W�があることである。

　よって　　� 
�，�，[  V�� 
�，�，� �W�� 
�，�，�

　すなわち　� 
�，�，[  ��V，�V��W，��V 
��W

　ゆえに　　�V �，�V��W �，�V��W [

　よって　　V 
�

�
，W �

�

�
　　　したがって　　[ �

�解答���　��点�$，%，&�は一直線上にないから，原点を�2�とすると，点�3�が平面�$%&

　上にあるための条件は，23 V2$�W2%�X2&，V�W�X ��となる実数�V，W，X�

　があることである。

　よって　　� 
�，�，[  V�� 
�，�，� �W�� 
�，�，� �X�� 
�，�，�

　すなわち　� 
�，�，[  �V��W�X，V��W��X，�W 
��X

　ゆえに　　V��W�X �，V��W��X �，�W��X [

　また　　　V�W�X �

　これらを解くと　　V �
�

�
，W 

�

�
，X �

�

�

　したがって　　[ �･
�

�
��･� ��

�

�
 �

T　��点�$，%，&�を通る平面の方程式を求めると　　�[��\�]�� �

　この平面上に点�3�があるための条件は　　�･���･��[�� �

　よって　　[ �

平行六面体�$%&'�()*+�において，辺�%)�を��：��に内分する点を�3，辺�)*�を��：�２.

に内分する点を�4，辺�'+�の中点を�5�とする。��点�$，3，4，5�は同じ平面上にある

ことを示せ。

S　略

 解説

点�5�が���点�$，3，4�の定める平面上にあるための条件は，$5 V$3�W$4�となる実

数�V，W�が存在することである。

$% D，$' E，$( F�とすると

　　　　　　　$3 $%�%3 D�
�

�
F，

　　　　　　　$4 $%�%)�)4 D�F�
�

�
E，

　　　　　　　$5 $'�'5 E�
�

�
F

$5 V$3�W$4�とすると

　　　　　　　E�
�

�
F V�D ��

�

�
F� �W�D�

�

�
E ��F�

よって　　　　E�
�

�
F �V 
�W D�

�

�
WE��

�

�
V ��W F

��点�$，%，'，(�は同じ平面上にないから

　　　　　　　� V�W　……�①，� 
�

�
W　……�②，

�

�
 
�

�
V�W　……�③

①，②�から　　V �
�

�
，W 

�

�
　　　これは�③�を満たす。

ゆえに，$5 V$3�W$4�となる実数�V，W�が存在するから，��点�$，3，4，5�は同じ

平面上にある。

四面体�2$%&�を考える。辺�2$�の中点を�3�とする。また辺�2%�を��：��に内分する点を�３.

4�として，辺�2&�を��：��に内分する点を�5�とする。更に三角形�$%&�の重心を�*�とす

る。

��点�3，4，5�を通る平面と直線�2*�の交点を�.�とするとき，2.�を�2$，2%，2&�を

用いて表せ。

S　2. 
�

��
2$�

�

��
2%�

�

��
2&

 解説

4

2

3

$

%

&

*

.
5

�

�

�

�

点�.�は���点�3，4，5�を通る平面上にあるから，実数�

V，W，X�を用いて

　　　2. V23�W24�X25，V�W�X �

と表される。

ここで，23 
�

�
2$，24 

�

�
2%，25 

�

�
2&�で

あるから

　　　2. 
V

�
2$�

�

�
W2%�

�

�
X2&　……�①

また，点�.�は直線�2*�上にあるから，2. N2*���N�は実数��と表される。

よって　　2. N� �
��2$ 2% 2&

�

　　　　　　��� 
N

�
2$�

N

�
2%�

N

�
2&　……�②

��点�2，$，%，&�は同じ平面上にないから，①，②�より

　　　　　
V

�
 

N

�
，
�

�
W 

N

�
，
�

�
X 

N

�

ゆえに　　V 
�

�
N，W 

N

�
，X 

�

�
N

これらを�V�W�X ��に代入して　　
�

�
N�

N

�
�
�

�
N �

よって　　N 
��

��

これを�②�に代入して　　2. 
�

��
2$�

�

��
2%�

�

��
2&

T　点�.�は直線�2*�上にあるから，2. N2*���N�は実数��と表される。

　よって　　2. N� �
��2$ 2% 2&

�

　　　　　　　��� 
N

�
2$�

N

�
2%�

N

�
2&　……��※�

　ここで，23 
�

�
2$，24 

�

�
2%，25 

�

�
2&�であるから

　　　　　　2$ �23，2% 
�

�
24，2& 

�

�
25

　ゆえに　　2. 
�

�
N23�

N

�
24�

�

�
N25

　点�.�は���点�3，4，5�を通る平面上にあるから　　
�

�
N�

N

�
�
�

�
N �

　よって　　N 
��

��

　ゆえに，�※��から　　2. 
�

��
2$�

�

��
2%�

�

��
2&

四面体�2$%&�において，線分�2$�を��：��に内分する点を�3，線分�2%�を��：��に内分す４.

る点を�4，線分�%&�を��：��に内分する点を�5�とする。この四面体を���点�3，4，5�を通

る平面で切り，この平面が線分�$&�と交わる点を�6�とするとき，線分の長さの比�

$6：6&�を求めよ。

S　�：�

 解説

$6：6& N：�� 
�N �とすると

　　　　　26 �� 
�N 2$�N2&　……�①

2

$

%

&

3

4

5

6

�
��

��

�

また，点�6�は���点�3，4，5�を通る平面上にあるから，

実数�V，W，X�を用いて，

　　　　　26 V23�W24�X25，V�W�X �

と表される。ここで，%5：5& �：��であるから

　　　　　25 
�2% �2&

�� �
 
�

�
2%�

�

�
2&

また，23 
�

�
2$，24 

�

�
2%�であるから

　　　　　26 
�

�
V2$�

�

�
W2%�X�

�

�
2% ��

�

�
2&�

　　　　　　�� 
�

�
V2$��

�

�
W ��

X

�
2%�

�

�
X2&　……�②

��点�2，$，%，&�は同じ平面上にないから，①，②�より

　　　　　��N 
�

�
V，� 

�

�
W�

X

�
，N 

�

�
X

ゆえに　　V 
�

�
�
�

�
N，W �

N

�
，X 

�

�
N

これらを�V�W�X ��に代入して　　
�

�
�
�

�
N�

N

�
�
�

�
N �

よって　　N 
�

�

したがって　　$6：6& 
�

�
：�� ��

�

�
 �：�

四面体�$%&'�を考える。△$%&�と�△$%'�は正三角形であり，$&�と�%'�とは垂直で５.

ある。

���　%&�と�$'�も垂直であることを示せ。

���　四面体�$%&'�は正四面体であることを示せ。

S　���　略　　���　略

 解説

 $% E，$& F，  $' G�とする。
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$

%

&

'

���

���

G

E

F

���　△$%&�と�△$%'�は正三角形であるから

　　　　　　 E�  F�  G� ，  ･E F ･E G　……�①

　$&�%'�から　　  ･$& %' �　

　よって　　F･�G 
�E�  �

　ゆえに　　  ･F G ･E F　……�②

　①，②�より，  ･F G ･E G�であるから

　　　　　　%&･$' �F 
�E� ･G  �･F G ･E G �

　%&
�，$'
��であるから　　%&�$'

���　
�

&'�  
�

�G F�  
�

G� ��F･G�
�

F�  
�

G� ��E･F�
�

F�

　　　　��� 
�

G� �� E� F� FRV�� ��
�

F�  
�

F� �
�

F� �
�

F�  
�

F�  
�

$&�

　よって　　  &' $&

　ゆえに，四面体�$%&'�のすべての辺の長さは等しいから，四面体�$%&'�は正四面体

　である。

空間において，��点�$�� 
�，�，� ，%�� 
�，�，� ，&�� 
�，�，� �を頂点とする三角形�$%&�が６.

ある。原点�2�� 
�，�，� �から平面�$%&�に垂線を下ろし，平面�$%&�との交点を�+�とす

るとき，+�の座標を求めよ。

S　� 
�，�，�

 解説

$% ���，�， 
�� ，$& � 
��，�，�

点�+�は平面�$%&�上にあるから，$+ V$%�W$&���V，W�は実数��とおける。

ゆえに　　2+ 2$�$+

　　　　　　��� 2$�V$%�W$&

　　　　　　��� � 
�，�，� �V���，�， 
�� �W� 
��，�，�

　　　　　　��� ���V��W，�V�W，��V 
��W 　……�①

2+�� 
平面�$%& �であるから　　2+�$%，2+�$&

2+�$%�から　　2+･$% �

よって　　�� 
��� V �W ����V 
�W ����V 
��W  �

ゆえに　　�V�W �　……�②

2+�$&�から　　2+･$& �

よって　　�����V 
��W ��･��V 
�W �����V 
��W  �

ゆえに　　V���W �　……�③

②，③�を解いて　　V 
�

�
，W 

�

�

よって，①�から　　+�� 
�，�，�

��点�$���，�，��，%���，�，��，&���，�，���を通る平面を�D�とし，原点�2�から平面�D�に７.

下ろした垂線の足を�+�とする。次のものを求めよ。

���　△$%&�の面積　　　　　　　　　　　�����　線分�2+�の長さ

S　���　
�

�
　　���　2+ 

�

�

 解説

���　$% � 
��，�，� ，$& � 
��，�，�

　よって　　
�

$%�  �
� 
�� � ��  �，

　　　　　　
�

$&�  �
� 
�� � ��  ��，

　　　　　　$%･$& � 
�� � � 
�� �������� �

　ゆえに　　△$%& 
�

�
( �

�
$%�

�
$&�

�

� 
･$% $&�

　　　　　　　　　� 
�

�
( ��� �� ��  

�

�

2

[

\

]

�

�

$

%

&

+

�
D

���　四面体�2$%&�の体積を�9�とすると

　　　　9 
�

�
△2$%�2& 

�

�
�
�

�
������ �

　また，9 
�

�
△$%&�2+�であるから，����より

　　　　　　
�

�
�
�

�
�2+ �

　よって　　2+ 
�

�

各辺の長さが���の正四面体�3$%&�において，$�から�平面�3%&�に下ろした垂線の足を�+８.

とし，3$ D，3% E，3& F�とする。

���　内積�D･E，D･F，E･F�を求めよ。　　　����　3+�を�E�と�F�を用いて表せ。

���　正四面体�3$%&�の体積を求めよ。

S　���　D･E 
�

�
，D･F 

�

�
，E･F 

�

�
　　���　3+ 

�

�
E�
�

�
F　　���　 (�

��

 解説

���　D･E D� E� FRV�$3% ����FRV��� 
�

�

　同様にして　　D･F 
�

�
，E･F 

�

�

3

$

%

&
+

F

D

E

���　平面�3%&�において，E
�，F
�，E7F�であるか

　ら，V，W�を実数として，3+ VE�WF�と表される。

　ゆえに　　$+ 3+�3$ VE�WF�D

　$+�� 
平面�3%& �であるから

　　　　　　$+�3%，$+�3&

　よって　　$+･3% �，$+･3& �

　ここで　　$+･3% ��D�VE 
�WF� ･E

　　　　　　　　　��� �D･E�V
�

E� �WE･F

　　　　　　　　　��� �
�

�
�V�

�

�
W

　　　　　　$+･3& ��D�VE 
�WF� ･F �D･F�VE･F�W
�

F�

　　　　　　　　　��� �
�

�
�
�

�
V�W

　ゆえに　　�V�W�� �，V��W�� �　　　これを解いて　　V W 
�

�

　よって　　3+ 
�

�
E�
�

�
F

���　三平方の定理により

　　　　　　
�

$+�  
�

3$� �
�

3+�  �� �
��

� � 
�E F�

　　　　　　　　　 ��
�

� �
�

E� ��E･F 
�
�

F�

　　　　　　　　　 ��
�

� �
�� ���

�

� �� ��  
�

�

　ゆえに　　 $+�  (�
�

　　　また　　�3%& 
�

�
�����VLQ ��� 

(�
�

　したがって，求める体積は

　　　　　　
�

�
�△3%&� $+�  

�

�
�

(�
�
�

(�
�
 (�
��

辺の長さが���である正四面体�$%&'�がある。線分�$%�を�W：�� 
�W �に内分する点を�(�と９.

し，線分�$&�を��� 
�W ：W�に内分する点を�)�とする����W��，ただし�W ��のとき

( $，) &，W ��のとき�( %，) $�とする�。�(')�を�K�とするとき

���　FRVK �を�W�で表せ。　　　　　　　　　���　FRVK �の最大値と最小値を求めよ。

S　���　FRVK 
��� �W W �

�� 
���W W �
　　���　最大値�

�

�
，最小値�

�

�

 解説

$

%

&

'

)
(

��W

K

W

W

��W

���　'( $(�$'，') $)�$'�であるから

　
�

'(�  
�

$(� ��$(･$'�
�

$'�

　　　　 �W ���W���FRV���� ��

　　　���� �W �W��

　
�

')�  
�

$)� ��$)･$'�
�

$'

　　　��� �
� 
�� W ���� 
�W ���FRV���� ��

　　　��� �W �W��

　'(･') �$( 
�$'� ･�$) 
�$'�

　　　　��� $(･$)�$(･$'�$'･$)�
�

$'�

　　　　��� W�� 
�W FRV����W���FRV������ �� 
�W FRV���� ��

　　　　��� 
��� �W W �

�

　ゆえに　　FRVK 
･'( ')

'(� ')�
 

��� �W W �

�� 
���W W �

T　 �'(  �W ����WFRV��� �W �W��

　　　 �')  �W ����WFRV��� �W �W��

　　　 �()  �W � �
� 
�� W ��W�� 
�W FRV��� � �W ��W��

　ゆえに　　FRVK 
���'( �') �()

��'( ')
 

��� �W W �

�� 
���W W �

���　����から　　FRVK 
��� �W W �

�� 
���W W �
 
�

�
�

��� 
���W W � �

���W W �

　　　　　　　　　��� 
�

� ��� ��
�

���W W �

　ここで，I � 
W  
�W �W���とすると　　I � 
W  

�

� ��W
�

�
�
�

�

　��W���のとき，
�

�
�I � 
W ����であり　　FRVK 

�

� ��� ��
�

I � 
W

　よって，I � 
W �が最小値�
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�をとるとき�FRVK �は最大値�
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�をとり，

　I � 
W �が最大値���をとるとき�FRVK �は最小値�
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四面体�2$%&�は，2$ �，2% �，2& �，�$2% ���，�$2& �%2& ���10.

を満たしている。

���　点�&�から�△2$%�に下ろした垂線と�△2$%�との交点を�+�とする。ベクトル�&+�を



　2$，2%，2&�を用いて表せ。

���　四面体�2$%&�の体積を求めよ。
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 解説

���　�$2% ����から　　2$･2% �

　また　　2%･2& �･�FRV��� 
��

�
，��2&･2$ �･�FRV��� �

　点�+�は平面�2$%�上にあるから，2+ V2$�W2%���V，W�は実数��と表される。

　よって　　&+ 2+�2& V2$�W2%�2&

　&+�は平面�2$%�に垂直であるから　　&+�2$，&+�2%

　ゆえに，&+･2$ �，&+･2% ��であるから

　　　　　　�V2$�W2% 
�2&� ･2$ �，�V2$�W2% 
�2&� ･2% �
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　よって，四面体�2$%&�の体積は　　
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�
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