
D，E�は整数とする。D�を���で割ると���余り，E�を���で割ると���余る。このとき，次の数１

を���で割った余りを求めよ。

���　D��E　　　　　���　DE　　　　　　　���　 �D 　　　　　　　���　 ����D

Q�は整数とする。次のことを証明せよ。２

���　 ��Q � �Q �は���の倍数である。　　　　���　 ���Q Q ��は���で割り切れない。

�D，E，F�は整数とし， �D � �E  �F �とする。D，E�のうち，少なくとも���つは���の倍数で３

あることを証明せよ。

次のものを求めよ。４

���　�ア�　 ����� �を���で割った余り　　　　　　�イ�　 �������� �を����で割った余り

���　 ������ �の一の位の数　　　　
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次の���つの整数の最大公約数を，互除法を用いて求めよ。５

���　���，���　　　　　　　　���　���，����　　　　　　���　����，����

次の方程式の整数解をすべて求めよ。６

���　�[��\ �　　　　　　　　　　　　���　��[���\ �

次の方程式の整数解をすべて求めよ。７

���　�[��\ ��　　　　　　　　　　　　���　��[���\ �

��で割ると���余り，��で割ると���余り，��で割ると���余るような自然数�Q�で最小のものを８

求めよ。　



D，E�は整数とする。D�を���で割ると���余り，E�を���で割ると���余る。このとき，次の数１

を���で割った余りを求めよ。

���　D��E　　　　　���　DE　　　　　　　���　 �D 　　　　　　　���　 ����D

S　���　�　　���　�　　���　�　　���　�

 解説

D �T��，E �T �����T，T ��は整数��と表される。

���　D��E �T������T � 
��  ��T 
��T � ���� ��T��T � 
�� ��

　したがって，求める余りは　　�

���　DE ��T 
�� ��T � 
��  ��TT �����T 
��T � ��� ���TT ���T��T � 
�� ��　

　したがって，求める余りは　　�

���　 �D  �
� 
��T �  �� �T ���T�� ���

�T ��T 
�� ��

　よって， �D  �P����P�は整数��と表されるから

　　 �D  �
� 

�D  �

� 
��P �  �� �P ���P�� ���
�P 
��P ��

　したがって，求める余りは　　�

���　 �D �を���で割った余りは， �� �を���で割った余り���に等しい。

　よって， �
� 

�D  �D �を���で割った余りは， ��  ���を���で割った余り���に等しい。

　 ����D  ����D �D  ���
� 

�D ･ �D �であるから，求める余りは， ���� ･� ��を���で割った余りに

　等しい。したがって，求める余りは�　　�

T　>����～�����割り算の余りの性質を利用した解法@

���　��を���で割った余りは����� �･������であるから，�E�を���で割った余りは��･� ��を

　��で割った余り���に等しい。

　ゆえに，D��E�を���で割った余りは���� ��を����で割った余りに等しい。

　よって，求める余りは　　�

���　DE�を���で割った余りは��･� ���を���で割った余りに等しい。

　よって，求める余りは　　�

���　 �D �を���で割った余りは� ��  ���を���で割った余りに等しい。

　よって，求める余りは　　�

T　>合同式を利用した解法@

�PRG���において，D��，E���と表される。

���　D��E����･� �����　よって，求める余りは　　�

���　DE���･� ����　よって，求める余りは　　�

���　 �D � ��  ����　よって，求める余りは　　�

���　D��　より　 �D � ��  ���　 �D  �
� 

�D � ��  ���　より

　 ����D  ����D �D  ���
� 

�D ･ �D �� ���� ･ ��  ����

　したがって，求める余りは�　　�

Q�は整数とする。次のことを証明せよ。２

���　 ��Q � �Q �は���の倍数である。　　　　���　 ���Q Q ��は���で割り切れない。

 解説

���　すべての整数�Q�は，�N，�N��，�N����N�は整数��のいずれかの形で表される。

　 �Q �� �Q  �Q �
�Q 
�� �であるから

　>�@　Q �N�のとき

　　　　 �Q �� �Q  � �N ���
�N 
���  �･� �N ��

�N 
��

　>�@　Q �N���のとき

　　　　 �Q �� �Q  �
� 
��N � ��

�N ��N�� 
��  � �
� 
��N � ��

�N ��N 
��

　>�@　Q �N���のとき

　　　　 �Q �� �Q  �
� 
��N � ��

�N ���N�� 
��  � �
� 
��N � ��

�N ��N 
��

　よって， ��Q � �Q �は���の倍数である。

T　>割り算の余りの性質を利用した解法@

　整数Qを�で割った余りは����������のどれかである。

　>�@　余り��のとき

　　　　 �Q �� �Q �を�で割った余りは �� ��･ �� �を�で割った余りに等しいので，余り�

　>�@　余り��のとき

　　　　 �Q �� �Q �を�で割った余りは �� ��･ ��  ��を�で割った余りに等しいので，余り�

　>�@　余り��のとき

　　　 �Q �� �Q �を�で割った余りは �� ��･ ��  ���を�で割った余りに等しいので，余り�

　よって， ��Q � �Q �は���の倍数である。

T　>合同式を利用した解法@

　PRG���において，整数QはQ�����Q�����Q��のどれかで表される。

　>�@　Q���のとき

　　　　 �Q �� �Q � �� ��･ ��  �

　>�@　Q���のとき

　　　　 �Q �� �Q � �� ��･ ��  ����

　>�@　Q���のとき

　　　　 �Q �� �Q � �� ��･ ��  �����

　よって， ��Q � �Q �は���の倍数である。

T　>連続する整数の積の性質を利用した解法@

　 �Q �� �Q  �Q �
�Q 
��  �Q ��

�Q 
�� ���

　　　　　 �Q �
�Q 
�� �� �Q

　　　　　 �Q �Q 
�� �Q 
�� ��の倍数

　　　　　 Q��Q 
�� Q�Q 
�� ��の倍数 Q��の倍数��の倍数

���　すべての整数�Q�は，�N， ��N �， ��N �， ��N �， ��N ���N�は整数��のいずれかの形

　で表される。

　>�@　  Q �N�のとき　　　���  ���Q Q � ��� 
�� �N N �

　>�@　  Q ��N ��のとき　　  ���Q Q � ��� 
�� �N �N �

　>�@　  Q ��N ��のとき　　  ���Q Q � ��� 
��� �N �N � �

　>�@　  Q ��N ��のとき　　  ���Q Q � ��� 
��� �N �N � �

　>�@　  Q ��N ��のとき　　  ���Q Q � ��� 
��� �N �N � �

　それぞれの場合について， ���Q Q ��を���で割った余りは，�，�，�，�，��であり，

　 ���Q Q ��は���で割り切れない。

T　>割り算の余りの性質を利用した解法@

　整数Qを�で割った余りは������������������のどれかである。

　>�@　余り��のとき

　　　　 �Q �Q���を�で割った余りは �� �����を�で割った余りに等しいので，余り�

　>�@　余り��のとき

　　　　 �Q �Q���を�で割った余りは �� �����を�で割った余りに等しいので，余り�

　>�@　余り��のとき

　　　　 �Q �Q���を�で割った余りは �� �����を�で割った余りに等しいので，余り�

　>�@　余り��のとき

　　　　 �Q �Q���を�で割った余りは �� �����を�で割った余りに等しいので，余り�

　>�@　余り��のとき

　　　　 �Q �Q���を�で割った余りは �� �����を�で割った余りに等しいので，余り�

　以上より，　 ���Q Q ��は���で割り切れない。

T　>合同式を利用した解法@

　PRG���において，整数QはQ�����Q�����Q������Q�����Q��のどれかで表される。

　>�@　Q���のとき

　　　　 �Q �Q��� �� ���� ��

　>�@　Q���のとき

　　　　 �Q �Q��� �� ���� ��

　>�@　Q���のとき

　　　　 �Q �Q��� �� ���� ����

　>�@　Q���のとき

　　　　 �Q �Q��� �� ���� �����

　>�@　Q���のとき

　　　　 �Q �Q��� �� ���� �����

　以上より，　 ���Q Q ��は���で割り切れない。

�D，E，F�は整数とし， �D � �E  �F �とする。D，E�のうち，少なくとも���つは���の倍数で３

あることを証明せよ。

 解説

背理法で証明する。D，E�はともに���の倍数でないと仮定する。

このとき， �D ， �E �は　　 �
� 
��N �  ���

�N 
��N ��，　 �
� 
��N �  ���

�N ��N 
�� ��

のどちらかの式の�N�に適当な整数を代入すると，それぞれ表される。

� �N ��N，� �N ��N���は整数であるから，��の倍数でない数�D，E�の���乗を���で割った

余りはともに���である。

したがって， �D � �E �を���で割った余りは���である。　……�①

一方，F�が���の倍数のとき， �F �は���で割り切れ，

　　　F�が���の倍数でないとき， �F �を���で割った余りは���である。

すなわち， �F �を���で割った余りは���か���である。　　�……�②

①，②�は両辺を同じ数で割ったときに余りが一致することはないことを意味し，

� �D � �E  �F �であることに矛盾する。

ゆえに， �D � �E  �F �ならば，D，E�のうち，少なくとも���つは���の倍数である。

T　>合同式を利用した解法@

背理法で証明する。D，E�はともに���の倍数でないと仮定する。

PRG��において　D���ならば� �D �����D���ならば� �D � ��  ����であるので

D�が�の倍数でなければ� �D ���である。Eについても同様でE�が�の倍数でなければ� �E ���

であるから， �D � �E ���� ��

したがって， �D � �E �を���で割った余りは���である。　……�①

一方，F�が���の倍数のとき， �F ������F�が���の倍数でないとき， �F ��である。

すなわち， �F �を���で割った余りは���か���である。　　�……�②

①，②�は両辺を同じ数で割ったときに余りが一致することはないことを意味し，

� �D � �E  �F �であることに矛盾する。

ゆえに， �D � �E  �F �ならば，D，E�のうち，少なくとも���つは���の倍数である。

次のものを求めよ。４

���　�ア�　 ����� �を���で割った余り　　　　　　�イ�　 �������� �を����で割った余り

���　 ������ �の一の位の数　　　　S　���　�ア�　�　　�イ�　�　　���　�

 解説

���　�ア�　��を�で割った余りは��であり

　　 �� を�で割った余りは��である

　　ゆえに　　 ����  �･ ��
� 

�� �より

　　�� ����� �を�で割った余り�� �� ���� �を�で割った余り��

　　　　　　　　　　　　��� ���･ ��
� 

�� �を�で割った余り��

　　　　　　　　　　　　��� ���･ ��� �を�で割った余り�� �

　　したがって，求める余りは　　�
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　�イ�　����を��で割った余りは��であり　

　　　　 �� �を��で割った余りは�

　　　　�� ��  �� ･��を��で割った余り� ��･�を��で割った余り� �

　　　　�� ��  �� ･��を��で割った余り� ��･�を��で割った余り� �

　　ゆえに，余りは�と�を繰り返すのでN�を自然数とすると

　　 �N� ���つまり，�の偶数乗�を��で割った余りは��

　　よって　�� �������� �を��で割った余り� � ����� を��で割った余り� ��

　　したがって，求める余りは　　�

���　��を��で割った余りは��であり， �� �を��で割った余りは�

　　� �� �を��で割った余り� � �� �を��で割った余り� �

　ゆえに　 �����  ���
� 

�� ･ �� と変形できるので

　よって　� ������ �を��で割った余り� � ����� �を��で割った余り�

　　　　　　　　　　　　　　　　 � ���
� 

�� ･ �� �を��で割った余り�

　　　　　　　　　　　　　　　　 � ���
� 
� ･�･��を��で割った余り� �

　したがって， ������ �の一の位の数は　　�

T　>合同式を利用した解法@

���　�ア�　������� 
PRG��� �であり　　 �� �������� 
PRG��� ， �� �������� 
PRG��� �

　　ゆえに　　 ���� ��･ ��
� 

�� ����� 
PRG���

　　よって　　 ����� � ���� ����� 
PRG���

　　したがって，求める余りは　　�

　�イ�　��������� 
PRG��� �であり　

　　　　 �� �������� 
PRG��� ， �� ��･������ 
PRG��� ， �� � �
� 

�� � �� ����� 
PRG����

　　ゆえに，余りは�と�を繰り返すのでN�を自然数とすると　　 �N� �����PRG����

　　よって　　 �������� � ����� ����� 
PRG���

　　したがって，求める余りは　　�

���　������� 
PRG��� �であり

　　　　 �� �������� 
PRG��� ， �� ��･������ 
PRG��� ， �� � �� ����� 
PRG���

　ゆえに　　 ����� � ���
� 

�� ･ �� � ���� ･���･������PRG����

　よって　　� ����� � ����� �����PRG����

　したがって， ������ �の一の位の数は　　�

次の���つの整数の最大公約数を，互除法を用いて求めよ。５

���　���，���　　　　　　　　���　���，����　　　　　　���　����，����

S　���　��　　���　��　　���　��

 解説
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　よって，最大公約数�は　　��

���　���� ���･�����

　　��� ���･����

　　��� ��･�

　よって，最大公約数�は　　��
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���　���� ����･�����

　　���� ���･����

　　��� ��･���� �

　　�� ��･����

　　�� ��･�

　よって，最大公約数�は　　��

次の方程式の整数解をすべて求めよ。６

���　�[��\ �　　　　　　　　　　　　���　��[���\ �

S　���　[ �N��，\ ��N�����N�は整数�

　　　���　[ ��N��，\ ��N�����N�は整数�

 解説

���　�[��\ �　……��①�

　[ ��，\ ��は�①�の整数解の���つである。

　よって　　　　　��･� 
�� ��･� �　　……��②

　①－②�から　　　��[ 
�� ���\ 
��  �

　すなわち　　　　���[ 
��  ��� 
�\ � 　……��③

　��と���は互いに素であるから，[���は���の倍数である。

　ゆえに，N�を整数として，[�� �N�と表される。

　③�に代入して　　�･�N ��� 
�\ � 　すなわち　\�� ��N

　よって，解は　　[ �N��，\ ��N�����N�は整数�

���　[ ��，\ ���は方程式の整数解の���つである。

　よって　　　　　���[ 
�� ����\ 
��  �　

　すなわち　　　　���[ 
��  ���\ 
�� 　……��①

　���と����は互いに素であるから，[���は����の倍数である。

　ゆえに，N�を整数として，[�� ��N�と表される。

　①�に代入して　　��･��N ���\ 
�� 　すなわち　\�� ��N

　よって，解は　　���[ ��N��，\ ��N�����N�は整数�

V　���と����で互除法を用いて，��組の解�[ ��，\ ���を見つける方法

　　　　　　�� ��･���　　　移項して　　�����･� �

　　　　　　�� �･���　　　��移項して　　����･� �

　　　　　　� �･���　　　　移項して　　���･� �

　よって　　� ���･�� ������� 
･� ･� ��･� 
�� ��･� ��･� 
�� ������� 
･� ･�

　��･� 
�� ������� 
･� ･��を整理して　　� ��･� 
�� ���･� 
��

U　合同式を利用した解法

����PRG���において��[��\��[��\ �[�より��[�����PRG�����を考える。

　両辺�倍すると　��[���であり，����であるから　[����PRG���

　つまり，[�を�で割ると余りが�であるので，N�を整数として�[ �N���と書ける。

　�[��\ ��に代入して　���N 
�� ��\ ���

　\について解いて　\ ��N��　　

　よって解は　[ �N������\ ��N��　�N�は整数�

����PRG����において���[���\��[��\ ��\�より���\�����PRG������を考える。

　両辺����倍すると　��\����であり，������������であるから　\�����PRG����

　つまり，\�を��で割ると余りが��であるので，N�を整数として�\ ��N����と書ける。

　��[���\ ��に代入して　��[������N 
���  ���

　[について解いて　[ ��N���　　

　よって解は　[ ��N�������\ ��N���　�N�は整数�

次の方程式の整数解をすべて求めよ。７

���　�[��\ ��　　　　　　　　　　　　���　��[���\ �

S　���　[ �N��，\ ��N�����N�は整数�

　　　���　[ ��N���，\ ��N������N�は整数�

 解説

���　[ �，\ ��は��[��\ ���の整数解の���つである。

　ゆえに，方程式は　　��[ 
�� ���\ 
��  �

　すなわち　　　　　　��[ 
��  ���\ 
�� �
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