
���　百の位の数が��，十の位の数が���である���桁の自然数�$�がある。$�が���の倍数であ１.

　り，��の倍数であるとき，$�を求めよ。

���　ある���桁の自然数�%�を���倍して����を足すと，百の位が��，一の位が���であるとき，

　%�を求めよ。

���　(���Q �が自然数になるような最小の自然数�Q�を求めよ。２.

���　
�Q

���
，

�Q

���
�がともに自然数となるような最小の自然数�Q�を求めよ。

���　����の正の約数の個数を求めよ。３.

���　自然数�1�を素因数分解すると，素因数には�S�と���があり，これら以外の素因数はな

　い。また，1�の正の約数は���個，正の約数の総和は����である。素因数�S�と自然数�1�

　の値を求めよ。

次の条件を満たす自然数�Q�を，それぞれすべて求めよ。４.

���　Q�と����の最小公倍数が�����である。

���　Q�と����と����の最小公倍数が�����である。

���　D�は自然数とする。D���は���の倍数であり，D���は���の倍数であるとき，D����５.

　は����の倍数であることを証明せよ。

���　D，N�を自然数とする。このとき，D�と�ND���は互いに素であることを証明せよ。

���　����と自然数�Q�の最大公約数が���，最小公倍数が������であるとき，Q�の値を求めよ。６.

���　��桁の自然数�P，Q��P 
�Q �の最大公約数は���，最小公倍数は�����である。このと

　き，P，Q�の値を求めよ。
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1 �����を素因数分解したとき，次の問いに答えよ。７.

���　素因数���の個数を求めよ。

���　1�を計算すると，末尾には���は連続して何個並ぶか。�

���　����以下の自然数で，����と互いに素であるものの個数を求めよ。８.

���　����以下の自然数で，����と互いに素であるものの個数を求めよ。

��

�
，
��

��
，
��

�
�のいずれに掛けても積が自然数となる分数のうち，最も小さいものを求め９.

よ。

( ��Q �� �が自然数となるような自然数�Q�をすべて求めよ。10.

���　3 � �[ ���[\��� �\ ��\���を因数分解せよ。11.

���　3 ���を満たす自然数�[，\�の値を求めよ。



���　百の位の数が��，十の位の数が���である���桁の自然数�$�がある。$�が���の倍数であ１.

　り，��の倍数であるとき，$�を求めよ。

���　ある���桁の自然数�%�を���倍して����を足すと，百の位が��，一の位が���であるとき，

　%�を求めよ。

S　���　$ ����，����，����，����，����，����　　���　% ��

 解説

���　�$�の千の位，一の位の数をそれぞれ�[，\�とすると

　$�が���の倍数であるから　　\ �　または　\ �

　$�が���の倍数であるから　[�����\�は���の倍数である。

　よって　　\ ��のとき　[ �，�，�

　　　　　　\ ��のとき　[ �，�，�

　したがって　$ ����，����，����，����，����，����

���　%�は���桁の自然数であるから　���%���

　よって　　�･�������%�����･�����

　すなわち　�����%�������

　ゆえに，�%����は���桁の自然数であり，�%��� ��% 
�� �であるから���の倍数で

　ある。

　よって，�%����の十の位の数を�[�とすると，��[���すなわち�����[�は���の倍数で

　ある。

　更に，��[���であるから　　������[���

　よって，����[ ����すなわち��[ ��となり　　�%��� ���

　したがって　　% ���� 
��� 	� ��

���　(���Q �が自然数になるような最小の自然数�Q�を求めよ。２.

���　
�Q

���
，

�Q

���
�がともに自然数となるような最小の自然数�Q�を求めよ。

S　���　Q ��　　���　Q ���

 解説

� ���

� ���

� ��

� ��

�

���　(���Q �が自然数になるには，���Q�がある自然数の���乗になればよい。

　����を素因数分解すると　　��� �･ �� ･�

　����に��･�･��を掛けると　　 �� ･ �� ･ ��  �
� 
･･� �� �

　よって，求める自然数�Q�は　　Q �･�･� ��

���　��� �� ，��� �� ･ �� �であるから，求める自然数�Q�は��，�，��を素因数

　にもつ。

　最小の�Q�を求めるから，D，E，F�を自然数として�Q D� ･ E� ･ F� �とおいてよい。

　
�Q

���
 

･･�D� �E� �F�
��

��が自然数となるための条件は

　　　　　　�D��　……�①

　
�Q

���
 

･･�D� �E� �F�

･�� ��
��が自然数となるための条件は

　　　　　　�E��，�F��　……�②

　①，②�を満たす最小の自然数�D，E，F�は

　　　　　　D �，E �，F �

　よって，求める自然数�Q�は

　　　　　　Q �� ･ �� ･ ��  ���

���　����の正の約数の個数を求めよ。３.

���　自然数�1�を素因数分解すると，素因数には�S�と���があり，これら以外の素因数はな

　い。また，1�の正の約数は���個，正の約数の総和は����である。素因数�S�と自然数�1�

　の値を求めよ。

S　���　���個　　���　S �，1 ��

 解説

� ���

� ���

� ���

� ��

� ��

�

���　����を素因数分解すると　　��� �� ･ �� ･�

　よって，求める正の約数の個数は

　　　　　�� 
�� �� 
�� �� 
��  �･�･� �����個�

���　1�の素因数には�S�と���以外はないから，D，E

　を自然数として�1 DS ･ E� �と表される。

　1�の正の約数が���個あるから　�D 
�� �E 
��  �

　>�@　D�� �，E�� �　すなわち　D �，E ��のとき

　　正の約数の総和が����であるから

　　　　　�� 
�S �����
�� 
� ��  ��

　　これを解くと　　S �
��

��
　　　これは素数でないから不適。

　>�@　D�� �，E�� �　すなわち　D �，E ��のとき

　　　　　���S�
�S 
� �S �� 
��  ��

　　整理すると　　S�
�S �S 
��  ��

　　���の正の約数は��，�，�，���で，S�は素数であるから，これを満たす�S�の値は

　　　　　S �

　　このとき　　1 �� ･ ��  ��

次の条件を満たす自然数�Q�を，それぞれすべて求めよ。４.

���　Q�と����の最小公倍数が�����である。

���　Q�と����と����の最小公倍数が�����である。

S　���　Q ���，���，���　　���　Q �，��，��，��，���，���

 解説

���　���と�����を素因数分解すると

　　　　　　�� �� ･�，��� �� ･ �� ･�

　よって，���との最小公倍数が�����である自然数�Q�は

　　　　　　Q D� ･ �� ･�　�D �，�，��

　と表される。

　したがって，求める自然数�Q�は

　　　　　　Q �� ･ �� ･�， �� ･ �� ･�， �� ･ �� ･�

　すなわち　Q ���，���，���

���　��，��，����を素因数分解すると

　　　　　　�� �� ･�，�� �� ･�･�，��� �� ･ �� ･�

　よって，��，���との最小公倍数が�����である自然数�Q�は

　　　　　　Q �� ･ D� ･ E� 　�D �，�，�；　E �，��

　と表される。

　したがって，求める自然数�Q�は

　　　　　　Q �� ･ �� ･ �� ， �� ･ �� ･ �� ， �� ･ �� ･ �� ， �� ･ �� ･ �� ， �� ･ �� ･ �� ， �� ･ �� ･ ��

　すなわち　Q �，��，��，��，���，���

���　D�は自然数とする。D���は���の倍数であり，D���は���の倍数であるとき，D����５.

　は����の倍数であることを証明せよ。

���　D，N�を自然数とする。このとき，D�と�ND���は互いに素であることを証明せよ。

S　���　略　　���　略

 解説

���　D��，D���は，自然数�P，Q�を用いて

　　　D�� �P，D�� �Q

　と表される。

　　　D��� �D 
�� ��� �P��� ��P 
�� 　……�①

　　　D��� �D 
�� ��� �Q��� ��Q 
�� 　��……�②

　よって，①�より�D����は���の倍数であり，②�より�D����は���の倍数でもある。

　したがって，D����は���と���の最小公倍数����の倍数である。

T　�②�を導くところまでは同じ�

　①，②�から　　��P 
��  ��Q 
��

　��と���は互いに素であるから，P���は���の倍数である。

　したがって，P�� �N��N�は自然数��と表される。

　ゆえに　　D��� ��P 
��  �･�N ��N

　したがって，D����は����の倍数である。

���　D�と�ND���の最大公約数を�J�とすると

　　　　D PJ，ND�� QJ　�P，Q�は互いに素な自然数�

　と表される。D PJ�を�ND�� QJ�に代入すると

　　　　NPJ�� QJ　　すなわち　　�Q 
�NP J �

　Q，N，P，J�は自然数であるから，この等式を満たすのは，Q�NP �，J ��の

　場合のみである。

　したがって，D�と�ND���の最大公約数は���であるから，D�と�ND���は互いに素であ

　る。

���　����と自然数�Q�の最大公約数が���，最小公倍数が������であるとき，Q�の値を求めよ。６.

���　��桁の自然数�P，Q��P 
�Q �の最大公約数は���，最小公倍数は�����である。このと

　き，P，Q�の値を求めよ。

S　���　Q ���　　���　P ��，Q ��

 解説

���　条件から　　���Q ��･����

　これを解いて　　Q 
･�� ����

���
 ���

T　��� ��･���であるから，自然数�N�を用いて

　　　　　　　Q ��N��N�と����は互いに素�

　と表される。

　最小公倍数が������であるから　　���� ��･��･N

　よって　　N �　　ゆえに　　Q ��･� ���

���　��桁の自然数�P，Q�の最大公約数が����であるから，

　　　　　　　　P ��P �，Q ��Q �

　と表される。ただし，P �，Q ��は互いに素で，P ��Q ��である。�
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　このとき，P，Q�の最小公倍数は���P �Q ��と表されるから

　　　　　　　　��P �Q � ���　　すなわち　　P �Q � ��

　P �Q � ��，P ��Q ��を満たし，互いに素である�P �，Q ��の組は

　　　　　� 
P �，Q �  � 
�，�� ，� 
�，�

　よって　� 
P，Q  � 
��，��� ，� 
��，��

　このうち，P，Q�が���桁の自然数であるものは　　P ��，Q ��

1 �����を素因数分解したとき，次の問いに答えよ。７.

���　素因数���の個数を求めよ。

���　1�を計算すると，末尾には���は連続して何個並ぶか。�

S　���　���個　　���　���個

 解説

���　��から�����までの自然数のうち，

　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　�������個�

　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　����個�

　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　���個�

　よって，素因数���の個数は　　������� ����個�

���　��から�����までの自然数のうち���の倍数の個数は，����個である。

　よって，素因数���の個数は�����個以上あるから，素因数���の個数よりも多い。

　�･� ���であるから，1�を計算したとき末尾に並ぶ���の個数は素因数���の個数に等し

　い。

　ゆえに，����から　　���個

���　����以下の自然数で，����と互いに素であるものの個数を求めよ。８.

���　����以下の自然数で，����と互いに素であるものの個数を求めよ。

S　���　����個　　���　����個

 解説

���　��� �� ･ ��

　また　　���	� ���，���	� ���，���	 �� 
･�  ��

　よって，����以下の自然数で，��の倍数または���の倍数の個数は

　　　　　　　　　　���������� ���

　したがって，求める個数は　　������� �����個�

　T　��� �� ･ �� 　　

　　����以下の自然数のうち，奇数は　���	� �����個�

　　��の倍数で奇数は　　���	�	� ����個�

　　したがって，求める個数は　������ �����個�

���　��� �･�･ ��

　また　　���	� ���，���	� ���，���	� ���，

　　　　　���	�� 
･�  ��，���	 �� 
･�  ��，���	�� 
･�  ��，

　　　　　���	��･� 
･�  �

　よって，����以下の自然数で，��の倍数または���の倍数または���の倍数の個数は

　　　　　　���������������������� ���

　したがって，求める個数は　　������� �����個�

��

�
，
��

��
，
��

�
�のいずれに掛けても積が自然数となる分数のうち，最も小さいものを求め９.

よ。

S　
��

��

 解説

求める分数を�
E

D
��D，E�は互いに素である自然数��とする。

��

�
�
E

D
�は自然数となるから

　　D�は����の約数，E�は���の倍数　……�①

��

��
�
E

D
�は自然数となるから

　　D�は����の約数，E�は����の倍数　……�②

��

�
�
E

D
�は自然数となるから

　　D�は����の約数，E�は���の倍数　……�③

求める分数�
E

D
�を最小にするには，D�を最大にし，E�を最小にするとよい。

よって，①，②，③�から

　　D�は����と����と����の最大公約数，E�は���と����と���の最小公倍数

とすればよい。

したがって　D ��，E ��　　　　よって，求める分数は　
��

��

( ��Q �� �が自然数となるような自然数�Q�をすべて求めよ。10.

S　Q �，��

 解説

( ��Q ��  P ��P�は自然数��とおくと　　 �Q ��� �P

よって　　 �P � �Q  ��

ゆえに　　�P 
�Q �P 
�Q  ��　……�①

P，Q�は自然数であるから，P�Q，P�Q �は����の約数である。

��P�Q�P�Q����に注意すると，①�から

　�
 �P Q ��

 �P Q �
　……�②　　または　　�

 �P Q �

 �P Q �
　……�③

②�を解くと　���P ��，Q ���　これらは自然数であるから適する。

③�を解くと　���P �，Q ��　　これらは自然数であるから適する。

したがって　　Q �，��

���　3 � �[ ���[\��� �\ ��\���を因数分解せよ。11.

���　3 ���を満たす自然数�[，\�の値を求めよ。

S　���　3 �[��\ 
�� ��[��\ 
�� 　　���　[ �，\ �

 解説

���　3 � �[ ���\[���\ 
�� ��\ 
��

　　��� �[��\ 
�� ��[��\ 
��

　　　 �

�

�

��\ �������

��\ �������

� 
��\ � � 
��\ �

��\ �

��\ �

��\���

���　[，\��は自然数であるから　　[��，\��

　また，[��\��，�[��\���は整数であり

　　　　　　[��\������･��� �

　　　　　　�[��\����･���･��� �

　よって，3 ���を満たす整数�[��\��，�[��\���の組は

　　　　　　�[��\��，�[��\ 
��  � 
�，� ，� 
�，� ，� 
��，�

　>�@　�[��\��，�[��\ 
��  � 
�，� �のとき

　　　　　　[ 
��

�
，\ 

�

�

　　[，\�は自然数であるから，不適。

　>�@　�[��\��，�[��\ 
��  � 
�，� �のとき

　　　　　　[ �，\ �

　　[，\��は自然数であるから，適する。

　>�@　�[��\��，�[��\ 
��  � 
��，� �のとき

　　　　　　[ ��，\ �

　　[，\�は自然数であるから，不適。

　>�@，>�@，>�@�から，3 ���を満たす自然数�[，\�の値は

　　　　　　[ �，\ �


