
[!�，\!��のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。１

　　　　　　　　　[\��![�\

S　略

 解説

　　　�[\ 
�� ��[ 
�\  [\�[�\�� [ � 
�\ � ��\ 
��

　　　　　　　　　　� �[ 
�� �\ 
��

[!�，\!��より，[��!�，\��!��であるから

　　　　　　　�[ 
�� �\ 
�� !�

よって　　　　[\��![�\

D!E，F!G�のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。２

　　　　　　　　　　DF�EG!DG�EF

S　略

 解説

�DF 
�EG ��DG 
�EF  DF�DG�EF�EG

　　　　　　　　　� D�F 
�G �E�F 
�G  �D 
�E �F 
�G

D!E，F!G�より，D�E!�，F�G!��であるから　　�D 
�E �F 
�G !�

よって　　DF�EG!DG�EF

不等式� �D � �E ��DE�を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。３

S　証明略，等号が成り立つのは�D E �のとき

 解説

�
�D 
� �E ��DE �

� 
�D E ��　　　　ゆえに　　 �D � �E ��DE

等号が成り立つのは，D�E ��すなわち�D E �のときである。

不等式� �D �DE� �E ���を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。４

S　証明略，等号が成り立つのは�D E ��のとき

 解説

　　　 �D �DE� �E  �
�D ��D･
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ここで�
�

� ��D
E

�
��，

�

�
�E ���であるから　

�

� ��D
E

�
�
�

�
�E ��

ゆえに　　　　　　　　 �D �DE� �E ��

等号が成り立つのは　　D�
E

�
 �　かつ　E �

すなわち，D E ��のときである。

次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。５

���　 �D �DE� �E ��　　　　　　　　　　������　�
�D 
� �E �

�[ 
� �\ � �
� 
�D[ E\

S　証明略

　　　���　等号が成り立つのは�D E ��のとき

　　　���　等号が成り立つのは�D\ E[�のとき

 解説

���　 �D �DE� �E  �
�D ��D･
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　ここで�
�

� ��D
E

�
��，

�

�
�E ���であるから　　

�

� ��D
E

�
�
�

�
�E ��

　ゆえに　　 �D �DE� �E ��

　等号が成り立つのは，D�
E

�
 ��かつ�E �，すなわち�D E ��のときである｡

���　�
�D 
� �E �

�[ 
� �\ � �
� 
�D[ E\  �

�D �[ � �D �\ � �E �[ 
� �E �\ �� 
���D �[ �DE[\ �E �\

　　　　　　　　　　　　　　　� �D �\ ��DE[\� �E �[  �
� 
�D\ E[ ��

　ゆえに　　��
�D 
� �E �

�[ 
� �\ � �
� 
�D[ E\

　等号が成り立つのは，D\�E[ ��すなわち�D\ E[�のときである。

不等式� �D � �E � �F �DE�EF�FD�を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなと６

きか。

S　証明略，等号が成り立つのは�D E F�のとき

 解説

�D � �E � �F ��DE�EF 
�FD  
�

� �
�D ��DE� �E � �E ��EF� �F � �F ��FD 
� �D

　　　　　　　　　　　　��� 
�

� �
�

� 
�D E � �
� 
�E F �� �

� 
�F D ��

ゆえに　　 �D � �E � �F �DE�EF�FD

等号が成り立つのは

　　　D�E �　かつ　E�F �　かつ　F�D �

すなわち，D E F�のときである。

次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。７

　　　　　　　　　　　　 �D � �E ���D�E 
��

S　証明略，等号が成り立つのは�D E ��のとき

 解説

�D � �E ���D�E 
��  �
�D ��D 
�� ��

�E ��E 
��

　　　　　　　　　� �
� 
�D � � �

� 
�E � ��

ゆえに　　 �D � �E ���D�E 
��

等号が成り立つのは，D�� ��かつ�E�� �，すなわち�D E ��のときである。

D!�，E!��のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。８

　　　　　　　　　(D �(E !( �D E

S　略

 解説

両辺の平方の差を考えると

　　 �
� 
�(D (E � �

� 
( �D E  �D��(DE 
�E ��D 
�E

　　　　　　　　　　　　　� �(DE !�

よって　　　　　 �
� 
�(D (E ! �

� 
( �D E

(D �(E !�，( �D E !��であるから

　　　　　　　　(D �(E !( �D E

D!�，E!��のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。９

　　　　　　　　　��　�(D ��(E !( ��D �E

S　略

 解説

両辺の平方の差を考えると

　　　　　 �
� 
��(D �(E � �

� 
( ��D �E  ��D���(DE 
��E ���D 
��E

　　　　　　　　　　　　　　　　　�　 ��(DE !�

よって　　 �
� 
��(D �(E ! �

� 
( ��D �E

�(D ��(E !�，( ��D �E !��であるから　　�(D ��(E !( ��D �E

次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。10

　　　　　　　　 D�E � D � E

S　証明略，等号が成り立つのは�DE���のとき

 解説

両辺の平方の差を考えると

　　 �
� 
�D E � ��D E  �

�D �� D E 
� �E � �
� 
�D E

　　　　　　　　　　��� �
�D �� DE 
� �E ��

�D ��DE 
� �E

　　　　　　　　　　��� �� DE 
�DE ��

よって　　　　　　 ��D E � �
� 
�D E

D�E ��， D � E ���であるから

　　　　　　　　　 D�E � D � E

等号が成り立つのは， DE  DE��すなわち��DE���のときである。

次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。11

　　　　　　　　　　　 D�E � D � E

S　証明略，等号が成り立つのは�DE���のとき

 解説

両辺の平方の差を考えると

　　　　　 �
� 
�D E � ��D E  �

�D �� D E 
� �E � �
� 
�D E

　　　　　　　　　　　　���　 �
�D �� DE 
� �E ��

�D ��DE 
� �E

　　　　　　　　　　　　　��� �� DE 
�DE ��

よって　　 ��D E � �
� 
�D E

D�E ��， D � E ���であるから　　 D�E � D � E

等号が成り立つのは， DE  �DE ��すなわち�DE���のときである。

T　　 D�E � D � E �であるから

　　　　 D�E  D�� 
�E � D � �E

　　ここで，�E  E �であるから　　 D�E � D � E

　　等号が成り立つのは，D� 
�E  �DE���すなわち�DE���のときである。

[!��のとき，不等式�[�
�

[
���が成り立つことを証明せよ。また，等号が成り立つのは12

どのようなときか。

S　証明略，等号が成り立つのは�[ ��のとき

 解説

[!�，
�

[
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　[�
�

[
��) ･[

�

[
　　よって　　[�

�

[
��

等号が成り立つのは，[!��かつ�[ 
�

[
�，すなわち�[ ��のときである。

D!�，E!��のとき，不等式��D 
�E �
�

D ��
�

E
���が成り立つことを証明せよ。また，等号13

が成り立つのはどのようなときか。

不等式の証明クイズ



S　証明略，等号が成り立つのは�D E �のとき

 解説

�D 
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�
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E
� ��

E
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E
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よって　　�D 
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�
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等号が成り立つのは，D!�，E!��かつ�
E

D
 

D

E
，すなわち�D E �のときである。

T　�D 
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�D E

DE
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��� 
�D E �DE

DE
 

�
� 
�D E

DE
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　　よって　　�D 
�E �
�
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�

E
��

　　等号が成り立つのは�D E �のときである。

次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。14

ただし，D，E，F，G�は正の数とする。
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G
��

S　証明略

　　　���　等号が成り立つのは�D (�
�
�のとき

　　　���　等号が成り立つのは�DG EF�のとき

 解説

���　��D!�，�
�

D
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　�D�
�

D
��) ･�D

�

D

　ゆえに　　�D�
�

D
��(�

　等号が成り立つのは，D!��かつ��D 
�

D
，すなわち�D )

�

�
 (�
�
�のときである。
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G
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EF

DG
�

DG

EF

　
EF

DG
!�，

DG

EF
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　
EF

DG
�

DG

EF
��) ･

EF

DG

DG

EF
 �

　ゆえに　　�
E

D ��
G

F �
D
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F

G
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　等号が成り立つのは，D，E，F，G�が正の数かつ�
EF

DG
 

DG

EF
，すなわち�DG EF�のとき

　である。

D!��のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。15

　　　　　　　( �� D ���
D

�

S　略

 解説

両辺の平方の差を考えると，D!��から

　　　　　
�

� ���
D
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D

�

次の不等式を証明せよ。16

���　 D � E � D�E 　　　　　　　　　　������　 D � E � D�E

S　���　略　　���　略

 解説

���　>�@　 D � E ���のとき

　　両辺の平方の差を考えると

　　　　　　　 ��D E � �
� 
�D E  �

� 
�D E ��
�D �� D E 
� �E

　　　　　　　　　　　　　　　��� �
�D ��DE 
� �E ��

�D �� DE 
� �E

　　　　　　　　　　　　　　　��� �� DE 
�DE ��

　　よって　　 ��D E � �
� 
�D E

　　 D � E ��， D�E ���であるから

　　　　　　　 D � E � D�E

　>�@　 D � E ���のとき， D�E ���であるから　 D � E � D�E

　>�@，>�@�から　　 D � E � D�E

　等号が成り立つのは， D � E �かつ� DE  DE �すなわち�D�E���または�

　　D�E���のときである。

���　>�@　 D � E ���のとき

　　両辺の平方の差を考えると

　　　　　　　 ��D E � �
� 
�D E  �

� 
�D E ��
�D �� D E 
� �E

　　　　　　　　　　　　　　　��� �
�D ��DE 
� �E ��

�D �� DE 
� �E

　　　　　　　　　　　　　　　��� �� DE 
�DE ��

　　よって　　 ��D E � �
� 
�D E

　　 D � E ��， D�E ���であるから

　　　　　　　 D � E � D�E

　>�@　 D � E ���のとき， D�E ���であるから　 D � E � D�E

　>�@，>�@�から　　 D � E � D�E

　等号が成り立つのは， D � E �かつ� DE  �DE �すなわち�D��E���または�

　　D��E���のときである。

T　���　 D�E � D � E �において，D�を�D�E �でおき換えると

　　　　　　　　　　　 �D 
�E �E � D�E � E

　　　　　すなわち　　 D � D�E � E

　　　　　よって　　　 D � E � D�E

　　　���　 D � E � D�E �において，E�を��E�でおき換えると

　　　　　　　　　　　 D � �E � D�� 
�E

　　　　　よって　　　 D � E � D�E

D!�，E!��のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。17

���　DE�
�

DE
��　　　　　　　　　　　　�����　�D ��

�

E �E ��
�

D
��

S　���　略　等号は�DE ��のとき成り立つ　���　略

 解説

���　D!�，E!��から　　DE!�，
�

DE
!�

　よって，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　DE�
�

DE
��) ･DE

�

DE

　ゆえに　　DE�
�

DE
��

　等号は�DE 
�

DE
�　つまり　�DE ��のときである。

���　�D ��
�

E �E ��
�

D
 DE�

�

DE
��

　よって，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　DE�
�

DE
��) ･DE

�

DE

　ゆえに　　DE�
�

DE
��　よって　�D ��

�

E �E ��
�

D
���� �

　等号は�DE 
�

DE
�　つまり　�DE ��のときである。

正の数�D，E，F�に対し，不等式� �D � �E � �F ��DEF�を示せ。　18

S　略　等号は�D E F�のとき成り立つ

 解説

　　　　 �D � �E � �F ��DEF �D�E 
�F �
�D � �E � �F �DE�EF 
�FD

　　　　　　　　　　　　�� 
�

� �D�E 
�F �
�

� 
�D E � �
� 
�E F �� �

� 
�F D ��

　�D!��かつ�E!��かつ�F!��　より　�D�E�F!��

　よって　�
�

� �D�E 
�F �
�

� 
�D E � �
� 
�E F �� �

� 
�F D ���

　ゆえに　　 �D � �E � �F ��DEF

　等号が成り立つのは，　�D�E ��　かつ　�E�F ��　かつ　�F�D ��

　つまり　D E F�のときである。

���　[!��のとき，�[��![���であることを証明せよ。19

���　不等式� �D ��DE�� �E ���を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。

S　���　略　　���　証明略��等号は�D E ��のとき成り立つ

 解説

���　��[ 
�� ��[ 
��  �[�� ��[ 
��

　[!��のとき���[ 
�� !��であるから　　��[ 
�� ��[ 
�� !�

　よって　　�[��![��

���　 �D ��DE�� �E  �
�D ��DE 
� �E � �E �� �E

　　　　　　　　�� �
� 
�D E �� �E

　 �
� 
�D E ��，� �E ���であるから　　 �

� 
�D E �� �E ��

　よって　　 �D ��DE�� �E ��

　等号が成り立つのは，D�E ��かつ�E ��すなわち�D E ��のときである。

次の不等式を証明せよ。また，����の等号が成り立つのはどのようなときか。20

���　D!�，E!
�

�
�のとき　　�DE��!D��E

���　 �[ ＞�[��　　　　���　 �D �� �E ��DE

S　���　略　　���　略　　���　証明略��等号は�D E ��のとき成り立つ

 解説

���　��DE 
�� ��D 
��E  �DE���D��E

　　　　　　　　　　�� ��E 
�� D���E 
��

　　　　　　　　　　�� �D 
�� ��E 
��

　ここで，D!�，E!
�

�
�から　　D��!�，�E��!�



　よって　　�D 
�� ��E 
�� !�　　　　ゆえに　　�DE��!D��E

���　 �[ ���[ 
��  �[ ��[��

　　　　　　　�� �
�[ ��[ 
�� ����

　　　　　　　�� �
� 
�[ � ��!�

　よって　　 �[ !�[��

���　�
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�� �E ��DE �D ��DE�
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�
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　　　　　　　　　� 
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� ��D
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�
E �
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�
�E ��

　よって　　 �D �� �E ��DE

　等号が成り立つのは，D�
�

�
E ���かつ��E �，すなわち��D E ��のときである。

次の不等式を証明せよ。また，����の等号が成り立つのはどのようなときか。21

���　D!��，E!
�

�
�のとき　　�DE��!D��E

���　� �[ ��!�[　　　　　　　　　　　　　���　� �[ ��[\�� �\

S　���　略　　���　略　　���　証明略��等号は�[ \ ��のとき成り立つ

 解説

���　�DE����D 
��E  �DE�D��E��

　　　　　　　　　　 ��E 
�� D����E 
��

　　　　　　　　　　 �D 
�� ��E 
��

　ここで，D!������E!
�

�
�から　D��!������E��!�

　よって　　�D 
�� ��E 
�� !�

　ゆえに　　�DE��!D��E

���　� �[ ����[ � �[ ��[��

　　　　　　�　 ��
�[ �[�

�

� ��
�

�
��

　　　　　　�　 �
�

� ��[
�

�
����

　　　　　　�　 �
�

� ��[
�

�
��!�

　よって　　� �[ ��!�[

���　� �[ ���[\ 
�� �\  � �[ ��\[�� �\

　　　　　　　　　�� �
�

� ��[
�

�
\ �

�

�
�\ �� �\

　　　　　　　　　�� �
�

� ��[
�

�
\ �

�

�
�\ ��

　よって　　� �[ ��[\�� �\

　等号が成り立つのは，[�
�

�
\ ��かつ�\ ���すなわち��[ \ ��のときである。

次の不等式が成り立つことを証明せよ。また，����の等号が成り立つのはどのようなとき22

か。

���　D��，E���のとき　　�( �D E ��(D ��(E

���　D!E!��のとき　　( �D E !(D �(E

S　���　証明略��等号は���D �E �のとき成り立つ　　���　略

 解説

���　 �
� 
�( �D E � �

� 
��(D �(E  ���D 
�E ���D���(DE 
���E

　　　　　　　　　　　　　�　� ��D���(DE ��E �
� 
��(D �(E ��　……�①

　よって　　 �
� 
�( �D E � �

� 
��(D �(E

　�( �D E ��，�(D ��(E ���であるから　　�( �D E ��(D ��(E

　等号が成り立つのは，①�から��(D  �(E ��すなわち����D �E �のときである。

���　� �
� 
( �D E � �

� 
�(D (E  �D 
�E ��D��(DE 
�E

　　　　　　　　　　　　　�� �(DE ��E �(E �(D 
�(E

　D!E!���より，�(E �(D 
�(E !��であるから　　 �
� 
( �D E ! �

� 
�(D (E

　( �D E !�，(D �(E !��であるから　　( �D E !(D �(E

D��，E���のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。また，等号が成り立つのは23

どのようなときか。

���　(D ���( �D � 　　　　　　　　　　���　(�� 
�D E �(D �(E

S　���　証明略　等号は�D ��のとき成り立つ

　　　���　証明略　等号は�D E �のとき成り立つ

 解説

���　 �
� 
�(D � � �

� 
( �D �  �D��(D 
�� ��D 
��

　　　　　　　　　　　　 �(D ��

　よって　　 �
� 
�(D � � �

� 
( �D �

　(D ��!�，( �D � !��であるから

　　　　　　　(D ���( �D �

　等号が成り立つのは，D ��のときである。

���　 �
� �(�� 
�D E � �

� 
�(D (E  ��D 
�E ��D��(DE 
�E

　　　　　　　　　　　　　　� D��(DE �E

　　　　　　　　　　　　　　� �
� 
�(D (E ��

　よって　　 �
� �(�� 
�D E � �

� 
�(D (E

　(�� 
�D E ��，(D �(E ���であるから

　　　　　　　(�� 
�D E �(D �(E

　等号が成り立つのは，D E �のときである。

[!��のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。また，等号が成り立つのはど24

のようなときか。

���　[�
�

[
��　　　　　　　　　　　　���　�[ ��

�

[ �[ ��
�

[
���

S　���　証明略��等号は�[ ��のとき成り立つ

　　　���　証明略��等号は�[ (� �のとき成り立つ

 解説

���　[!�，
�

[
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　[�
�

[
��) ･[

�

[
 �･� �　　よって　　[�

�

[
��

　等号が成り立つのは��[ 
�

[
��すなわち��[ ��のとき。

T　�[ ��
�

[
�� 

���[ � �[

[
 

�
� 
�[ �

[
��

　よって　　[�
�

[
��

　等号が成り立つのは，[ ��のとき。

���　左辺を展開して

　　　　　　�[ ��
�

[ �[ ��
�

[
 �[ �[･

�

[
�
�

[
･[�

�

[
･
�

[
 �[ �

�
�[
��

　 �[ !�，
�
�[
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　 �[ �
�
�[
��) ･�[

�
�[
 �･� �

　よって　　�[ ��
�

[ �[ ��
�

[
 �[ �

�
�[
������ �

　等号が成り立つのは�� �[  
�
�[
��すなわち��[ (� �のとき。

D，E，F，G�は正の数とする。次の不等式が成り立つことを証明せよ。また，等号が25

成り立つのはどのようなときか。

���　�D�
�

D
���　　　　　　　　　　　���　�

E

D ��
G

F �
D

E ��
F

G
��

S　���　証明略　等号は�D 
�

�
�のとき成り立つ

　　　���　証明略　等号は�DG EF�のとき成り立つ

 解説

���　�D!�，
�

D
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　�D�
�

D
��) ･�D

�

D
 �･� ��

　よって　　�D�
�

D
���

　等号が成り立つのは，�D 
�

D
�すなわち��D 

�

�
��のとき。

　T　�D�
�

D
��� 

��� �D ��D �

D

　　　　　　　　　�� 
�

� 
��D �

D

　　D!����� �
� 
��D � ���より　　

�
� 
��D �

D
��

　　よって　　�D�
�

D
���

　　等号が成り立つのは，�D�� ��すなわち　D 
�

�
�のとき。

���　左辺を展開して

　　　　　�
E

D ��
G

F �
D

E ��
F

G
 

E

D
･
D

E
�

E

D
･
F

G
�

G

F
･
D

E
�

G

F
･
F

G

　　　　　　　　　　　　　�� 
EF

DG
�

DG

EF
��

　
EF

DG
!�，

DG

EF
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　
EF

DG
�

DG

EF
��) ･

EF

DG

DG

EF
 �･� �

　よって　　�
E

D ��
G

F �
D

E ��
F

G
 

EF

DG
�

DG

EF
������ �

　等号が成り立つのは，
EF

DG
 

DG

EF
　すなわち� �

� 
DG  �
� 
EF �のときであるが，DG!�，

　EF!��から�DG EF�のとき。

　T　�
E

D ��
G

F �
D

E ��
F

G
�� 

EF

DG
�

DG

EF
��

　　　　　　　　　　　　　　 
���� 
EF �

� 
DG ･�DG EF

･DG EF

　　　　　　　　　　　　　　 
�

� 
�DG EF

DEFG
��

　　よって，不等式は成り立つ。

　　等号が成り立つのは，DG EF�のとき。



��D�E，�D�E ��のとき，次の���つの式の大小を比較せよ。26

　　　　　　　　　　D，��E，��DE，��
��D �E

�

S　D�DE�
��D �E

�
�E

 解説

D�E ��から　　E ��D

��D�E �から　　��D���D

よって　　��D��　……�①

また　　　DE D�� 
�D  � �D ��D

　　　　　
��D �E

�
 

��D �
� 
�� D

�
 �D ��D��

>�@　①�から　　DE�D ��
�D 
��D �D � �D �D �D�D 
�� !�

>�@　①�から　　
��D �E

�
�DE �

�D ��D 
�� ���
�D 
��D

　　　　　　　　　　　　　� � �D ��D�� ��
�D ��D 
��

　　　　　　　　　　　　　� � �
� 
�D � !�

>�@　①�から　　E�
��D �E

�
 �� 
�D ��

�D ��D 
��

　　　　　　　　　　　　��� � �D �D �D�D 
�� !�

したがって　　D�DE�
��D �E

�
�E

D ��， E ��， F ���のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。27

���　DE��!D�E　　　　　　　　　　　������　DEF��!D�E�F

S　���　略　　���　略

 解説

���　�DE 
�� ��D 
�E  �E 
�� D��E 
��  �D 
�� �E 
��

　 D ��， E ���であるから　　D����，E����

　よって　　�D 
�� �E 
�� !�　すなわち　�DE 
�� ��D 
�E !�

　したがって　　DE��!D�E

���　 D ��， E ���であるから　　 DE ��

　 DE ��， F ���であるから，����を利用して

　　　　　　� 
DE F��!DE�F

　よって　　DEF��!DE�F��

　����から　　�DE 
�� �F!�D 
�E �F

　ゆえに　　DEF��!D�E�F

T　�DEF 
�� ��D�E 
�F  �EF 
�� D���E�F

　 E ��， F ���であるから　　 EF ��

　よって　　EF����

　 D ���であるから　　D��

　ゆえに　　�EF 
�� D!�EF 
�� ･�

　よって　　�EF 
�� D���E�F!EF�����E�F

　　　　　　　　　　　　　　　 �E 
�� �F 
��

　 E ��， F ���であるから　　E����，F����

　ゆえに　　�E 
�� �F 
�� !�

　したがって　　DEF��!D�E�F

D��，E��，F��，G���のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。28

���　DE�D�E　　　　　　　　　　　　　����　DEFG!D�E�F�G

S　���　略　　���　略

 解説

���　DE��D 
�E  �D 
�� �E 
�� ��

　D��，E���であるから　　D����，E����

　よって，�D 
�� �E 
�� ���から　　DE��D 
�E ��

　ゆえに　　DE�D�E

　等号は　�D�� ��，�E�� ��　つまり　�D E �のとき�

���　����の不等式から　　DE�D�E，FG�F�G　……�①

　D�E��!�，F�G��!��であるから，①�より

　　　　　　DEFG��D 
�E �F 
�G 　……�②

　更に，D�E��!�，F�G��!��であるから，����の不等式の�D�を�D�E�に，E�を�F�G

　におき換えた不等式は成り立つが，等号が成り立つことはない。

　よって　　�D 
�E �F 
�G !�D 
�E ��F 
�G 　……�③

　ゆえに，②，③�から

　　　　　　DEFG!D�E�F�G

次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。29

���　 �[ � �\ � �[ \� �[\

���　�
�D 
� �E �

�[ 
� �\ � �
� 
�D[ E\

���　�
�D � �E 
� �F �

�[ � �\ 
� �] � �
� 
��D[ E\ F]

S　���　証明略��等号は�[ \�のとき成り立つ

　　　���　証明略��等号は�D\ E[�のとき成り立つ

　　　���　証明略��等号は�D\ E[，E] F\，F[ D]�のとき成り立つ

 解説

���　�
�[ 
� �\ ��

�[ \ 
� �[\  �[ �[ 
�\ � �\ �[ 
�\

　　　　　　　　　　　��� �[ 
�\ �
�[ 
� �\

　　　　　　　　　　　��� �
� 
�[ \ �

�[ �[\ 
� �\

　　　　　　　　　　　��� �
� 
�[ \ �

�

� ��[
\

� ��
�

�
�\ ��

　よって　　 �[ � �\ � �[ \� �[\

　等号が成り立つのは，[�\ ���または��[�
\

�
 \ ��のときである。

　[�
\

�
 \ ��から　　[ \ �

　よって，等号が成り立つのは，[ \�のときである。

���　�
�D 
� �E �

�[ 
� �\ � �
� 
�D[ E\  �

�D �[ � �D �\ � �E �[ 
� �E �\ ��
�D �[ ��DE[\ 
� �E �\

　　　　　　　　　　　　　　　� �D �\ ��DE[\� �E �[  �
� 
�D\ E[ ��

　よって　　�
�D 
� �E �

�[ 
� �\ � �
� 
�D[ E\

　等号が成り立つのは，D\�E[ ���すなわち��D\ E[�のときである。

���　�
�D � �E 
� �F �

�[ � �\ 
� �] � �
� 
��D[ E\ F]

　　　�� �D �\ � �D �] � �E �[ � �E �] � �F �[ � �F �\ ��DE[\��EF\]��FD][

　　　�� �
�D �\ ��DE[\ 
� �E �[ ��

�E �] ��EF\] 
� �F �\ �� 
���F �[ �FD][ �D �]

　　　�� �
� 
�D\ E[ � �

� 
�E] F\ � �
� 
�F[ D] ��

　よって　　�
�D � �E 
� �F �

�[ � �\ 
� �] � �
� 
��D[ E\ F]

　等号が成り立つのは，

　　　D\�E[ �　かつ　E]�F\ �　かつ　F[�D] �，

　すなわち�D\ E[，E] F\，F[ D]�のときである。

　T　コーシー���シュワルツの不等式から

　　　　　　　�
�D 
� �E �

�[ 
� �\ � �
� 
�D[ E\ 　……�①

　　　　　　　等号が成り立つのは�D\ E[�のとき

　　文字をおき換えて

　　　　　　　�
�E 
� �F �

�\ 
� �] � �
� 
�E\ F] 　……�②

　　　　　　　�等号が成り立つのは�E] F\�のとき

　　　　　　　�
�F 
� �D �

�] 
� �[ � �
� 
�F] D[ 　……�③

　　　　　　　等号が成り立つのは�F[ D] �のとき

　　①，②，③�の辺々を加えて

　　　　　　　�
�D 
� �E �

�[ 
� �\ ��
�E 
� �F �

�\ 
� �] ��
�F 
� �D �

�] 
� �[

　　　　　　� �
� 
�D[ E\ � �

� 
�E\ F] � �
� 
�F] D[ 　……�④

　　ここで

　　　　� 
左辺  �
�D 
� �E �

�[ 
� �\ � �F �
�[ 
� �\ ��

�D � �E 
� �F �] � �D �[ � �E �\ � �F �]

　　　　　　�� �
�D � �E 
� �F �

�[ � �\ 
� �] � �D �[ � �E �\ � �F �]

　　　　� 
右辺  �
�D �[ ��DE[\ 
� �E �\ ��

�E �\ ��EF\] 
� �F �] ��
�F �] ��FD][ 
� �D �[

　　であるから，④�を整理すると

　　　　�
�D � �E 
� �F �

�[ � �\ 
� �] � �D �[ � �E �\ � �F �] ��DE[\��EF\]��FD][

　　　　　　　　　　　　　　　��� �
� 
��D[ E\ F]

　　よって，与式は成り立つ。

　　等号が成り立つのは�①，②，③�のすべてで等号が成り立つ場合であるから，

　　D\ E[，E] F\，F[ D] �のときである。

D!E!�!F!G�のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。30

���　DG�EF　　　　　　　　　　　　　　�����　
D

E
!

F

G

S　���　略　　���　略

 解説

���　F!G�の両辺に�D � 
!� �を掛けて　　DF!DG　……�①

　D!E �の両辺に�F � 
�� �を掛けて　　DF�EF　……�②

　①，②�から　　DG�EF　……�③

���　E!�，G���から　　EG��

　③�の両辺を�EG � 
�� �で割って　　
D

E
!

F

G

T　D!E �の両辺を�E � 
!� �で割って　　
D

E
!�　……�④

　F!G�の両辺を�G � 
�� �で割って　　
F

G
��　……�⑤

　④，⑤�から　　
D

E
!

F

G

次のことを証明せよ。31

���　[!��，\!��のとき　　[\��!�[��\

���　D!E!F!G�のとき　　DE�FG!DF�EG

S　���　略　　���　略

 解説

���　�[\ 
�� ���[ 
��\  [�\ 
�� ���\ 
��  �[ 
�� �\ 
��

　[!��，\!��より，[��!�，\��!��であるから　　�[ 
�� �\ 
�� !�

　よって　　[\��!�[��\

���　�DE 
�FG ��DF 
�EG  D�E 
�F �G�E 
�F  �D 
�G �E 
�F

　D!E!F!G�より，D�G!�，E�F!��であるから　　�D 
�G �E 
�F !�

　よって　　DE�FG!DF�EG

次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。32

���　 �[ �[����[　　　　　　　　　　　�����　 �[ ��[��!�



���　� �[ �� �\ ��[\　　　　　　　　　　　���　� �[ �\��[ 
�\

S　���　証明略，等号成立は�[ ��のとき　　���　証明略

　　　���　証明略，等号成立は�[ \ ��のとき

　　　���　証明略，等号成立は��[ \�のとき

 解説

���　�
�[ �[ 
�� ��[ �

� 
�[ � ��

　よって　　 �[ �[����[

　等号が成り立つのは　　[�� �

　すなわち，�[ ��のときである。

���　 �[ ��[�� �
� 
�[ � ��!�

　よって　　 �[ ��[��!�

���　��
�[ 
�� �\ ��[\ � �

� 
�[ \ � �\ ��

　よって　　� �[ �� �\ ��[\

　等号が成り立つのは　　[�\ ��かつ�\ �

　すなわち，[ \ ��のときである。

���　� �[ �\��[ 
�\  �
� 
��[ \ ��

　よって　　� �[ �\��[ 
�\

　等号が成り立つのは　　�[�\ �

　すなわち，�[ \�のときである。

D!�，E!��のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。33

���　�(D �(E !( ��D E 　　　　　　　������　)
�D E

�
�

�(D (E

�

S　���　略　　���　略　等号成立はD Eのとき�

 解説

���　 �
� 
��(D (E � �

� 
( ��D E  ��D��(DE 
�E ���D 
�E  �(DE !�

　よって　　 �
� 
��(D (E ! �

� 
( ��D E

　�(D �(E !�，( ��D E !��であるから　　�(D �(E !( ��D E

���　
�

� �)
�D E

�
�

�

� �
�(D (E

�
 
�D E

�
�

��D �(DE E

�

　　　　　　　　　　　　　　　� 
��D �(DE E

�
 

�

� �
�(D (E

�
��

　よって　　
�

� �)
�D E

�
�

�

� �
�(D (E

�

　)
�D E

�
!�，

�(D (E

�
!��であるから　　)

�D E

�
�

�(D (E

�

　等号が成り立つのは�(D �(E  ��のとき，すなわち�D E�のときである。

次の不等式を証明せよ。34

���　(� �(� !(� �(�� 　　　　　　　�����　(� �(� !(�� �(��

S　���　略　　���　略

 解説

���　 �
� 
�(� (� �

�
� 
�(� (��  ��� 
��(�� ���� 
��(��  ��(�� 
�(�� !�

　よって　　 �
� 
�(� (� ! �

� 
�(� (��

　(� �(� !�，(� �(�� !��であるから　　(� �(� !(� �(��

���　 �
� 
�(� (�� � �

� 
�(� (��  ��� 
��(�� ���� 
��(��  ��(�� 
�(�� !�

　よって　　 �
� 
�(� (�� ! �

� 
�(� (��

　(� �(�� !�，(� �(�� !��であるから　　(� �(�� !(� �(��

　ゆえに　　(� �(� !(�� �(��

��D�E �のとき，不等式� �D �
�� �D � �E

�
� �E �が成り立つことを証明せよ。35

S　略

 解説

��D�E �であるから　　 �D � �E

ゆえに　　
�� �D � �E

�
� �D  

�

� �
�E 
� �D !�

よって　　
�� �D � �E

�
! �D 　……�①

また　　　 �E �
�� �D � �E

�
 
�

� �
�E 
� �D !�

ゆえに　　 �E !
�� �D � �E

�
　……�②

①，②�から　　 �D �
�� �D � �E

�
� �E

D!�，E!��のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。36

���　DE�
�

DE
��　　　　　�����　�� ��

E

D �� ��
D

E
��　　�����　�D ��

�

E �E ��
�

D
���

S　���　略　等号成立は�DE ��のとき

　　　���　略　等号成立は�D E �のとき　���　略　等号成立は�DE ��のとき

 解説

���　DE!�，
�

DE
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　DE�
�

DE
��)DE･

�

DE
 �

　よって　　DE�
�

DE
��

　等号が成り立つのは�DE 
�

DE
�のとき，すなわち，D!�，E!��から�DE ��のとき

　である。

���　�� ��
E

D �� ��
D

E
 ��

E

D
�

D

E

　
E

D
!�，

D

E
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　��
E

D
�

D

E
����)

E

D
･
D

E
 �

　よって　　�� ��
E

D �� ��
D

E
��

　等号が成り立つのは�
E

D
 

D

E
�のとき，すなわち，D!�，E!��から�D E �のときで

　ある。

���　�D ��
�

E �E ��
�

D
 ���DE�

�

DE

　DE!�，
�

DE
!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　　���DE�
�

DE
�����)DE･

�

DE
 ��

　よって　　�D ��
�

E �E ��
�

D
���

　等号が成り立つのは�DE 
�

DE
�のとき，すなわち，D!�，E!��から�DE ��のとき

　である。

次の不等式を証明せよ。37

���　�
�[ 
� �\ �

�[ 
� �\ � �
� 
��[ �\ 　　　　　����　 �[ � �\ � �[ \� �[\

S　���　略　等号成立は�[ ��または�\ ��または�[ \�のとき　

　　　���　略　等号成立は�[ \�のとき

 解説

���　�
�[ 
� �\ �

�[ 
� �\ � �
� 
��[ �\  �[ � �[ �\ � �[ �\ � �\ ��

�[ �� �[ �\ 
� �\

　　　　　　　　　　　　　　��� �[ �\ �
�[ ��[\ 
� �\  �[ �\ �

� 
�[ \ ��

　よって　　�
�[ 
� �\ �

�[ 
� �\ � �
� 
��[ �\

　等号が成り立つのは，� �[  ��または� �\  ��または�[�\ ��

　つまり　[ ��または�\ ��または�[ \�のときである。

���　�
�[ 
� �\ ��

�[ \ 
� �[\  �[ �[ 
�\ � �\ �[ 
�\  �[ 
�\ �
�[ 
� �\

　　　　　　　　　　　��� �
� 
�[ \ �

�[ �[\ 
� �\

　ここで　　 �
� 
�[ \ ��，�� �[ �[\� �\  

�

� ��[
\

�
�
�

�
�\ ��

　よって　　 �
� 
�[ \ �

�[ �[\ 
� �\ ��

　ゆえに　　 �[ � �\ � �[ \� �[\

　等号が成り立つのは�[ \�または�[ \ ��のとき，すなわち�[ \�のときである｡

次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。38

���　 �[ � �\ ���[�\ 
�� 　　　　　　　　������　 �D �DE� �E �D�E��

���　 �[ �[\� �\ ��]�[�\ 
�] ��　　　　����　
���D �E �F

�
�

�

� �
��D E F

�

S　���　証明略，等号成立は�[ ��かつ�\ ���のとき

���������������　証明略，等号成立は�D E ��のとき

���������������　証明略，等号成立は�[ \ �] �のとき

　�����������　証明略，等号成立は�D E F�のとき

 解説

���　 �[ � �\ ���[�\ 
��  �
�[ ��[ 
�� ��

�\ ��\ 
��  �
� 
�[ � � �

� 
�\ � ��

　よって　　 �[ � �\ ���[�\ 
��

　等号が成り立つのは　　[�� ���かつ��\�� �

　すなわち，[ ��かつ�\ ���のときである。

���　 �D �DE� �E ��D�E 
��  �D ��E 
�� D� �E �E��

　　　　　　　　　　　　　� �
�D ��E 
�� D ��

�

� �
�E �

�
�

�

� �
�E �

�
� �E �E��

　　　　　　　　　　　　　� 
�

� ��D
�E �

�
�
�

�
�

� 
�E � ��

　よって　　 �D �DE� �E �D�E��

　等号が成り立つのは　　D�
�E �

�
 ���かつ��E�� �

　すなわち，D E ��のときである。

���　左辺 �[ ��\ 
��] [� �\ ��\]�� �]



　　　　 �
�[ ��\ 
��] [ ��

�

� �
�\ �]

�
�

�

� �
�\ �]

�
� �\ ��\]�� �]

　　　　 
�

� ��[
�\ �]

�
�
�

�
�

� 
�\ ] ��

　よって　　 �[ �[\� �\ ��]�[�\ 
�] ��

　等号が成り立つのは　　[�
�\ �]

�
 ���かつ��\�] �

　すなわち，[ \ �] �のときである。

���　 ���D �E �F

�
�

�

� �
��D E F

�
 
�

� ��
�D �� �E �� �F ��DE��EF 
��FD

　　　　　　　　　　　　　　�� 
�

� �
�

� 
�D E � �
� 
�E F �� �

� 
�F D ��

　よって　　 ���D �E �F

�
�

�

� �
��D E F

�

　等号が成り立つのは　　D�E ��かつ�E�F ��かつ�F�D �

　すなわち，D E F�のときである。

T　 ���D �E �F

�
�

�

� �
��D E F

�
 
�

� �
�D � �E � �F �DE�EF 
�FD

　　 
�

� �
�D ��E 
�F D� �E �EF �� �F

　　 
�

�
���

�D ��E 
�F D ��
�

� �
�E F

�
�

�

� �
�E F

�
� �E �EF� �F

　　 
�

� �
�

� ��D
�E F

� ��
��� �E �EF � �F

�

　　 
�

� �
�

� ��D
�E F

� ��
�

�
�

� 
�E F ��

　等号が成り立つのは　　D 
�E F

�
��かつ��E F

　すなわち，D E F�のときである。

D!�，E!��のとき，(DE ，
�DE

�D E
�の大小関係を調べよ。39

S　(DE �
�DE

�D E
，等号成立は�D E �のとき

 解説

(DE !�，
�DE

�D E
!�　……�①

また　　　� �
� 
(DE �

�

� �
�DE

�D E
 

�DE �
� 
�D E � �D �E

�
� 
�D E

 
DE �

� 
�D E
�

� 
�D E
��

よって　　� �
� 
(DE �

�

� �
�DE

�D E

①�から　　(DE �
�DE

�D E

等号が成り立つのは�D E �のときである。

V　この問題の場合，自分で大小関係を調べるので，等号が成り立つ条件も述べる必要

　がある。

��D�E，D�E ��のとき，�，DE， �D � �E �を小さい方から順に並べよ。40

S　DE，�， �D � �E

 解説

D�E ��から　　E ��D　……�①

①�を�D�E�に代入すると　　D���D　　すなわち　　D��

したがって　　��D��

①�から　　��DE ��D�� 
�D  �D ��D�� �
� 
�D �

��D��であるから　　 �
� 
�D � !�

ゆえに　　DE��　……�②

また，同様にして，①�から

　　　　�
�D 
� �E �� �D � �

� 
�� D �� � �D ��D�� � �
� 
�D � ��!�

したがって　　��� �D � �E 　……�③

②，③�から　　DE��� �D � �E

よって，小さい方から順に並べると　　DE，�， �D � �E

次の不等式を証明せよ。41

　　　　　　　　　　���
�[ � �\ 
� �] � �

� 
���[ �\ ]

S　略　等号成立は　�[���\���]� ������ 
�� ���� 
�� �のとき

 解説

　���
�[ � �\ 
� �] � �

� 
���[ �\ ]  � �[ ��� �\ ��� �] ���[\��\]��][

　　　　　　　　　　　　　　　 � �[ ����\ 
�] [��� �\ ��\]��� �] 　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　 �
�

� ��[
�� 
��\ ]

�
�
��

�
�

� 
�\ �] ��

よって　　���
�[ � �\ 
� �] � �

� 
���[ �\ ]

等号が成り立つのは　�[�
�� 
��\ ]

�
 ��　かつ　�\��] ��

\ �] �を代入して　�[�
�� 
��] ]

�
 ��　より　�[ ��] �　のとき

ゆえに　�[���\���]� � 
��] ����]���]� ����� 
�� ���� 
�� �　のとき


