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��，�

　よって　　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，�

���　
�

[
�
�

\
 ��

�

[\
�の両辺に�[\�を掛けると　　�\��[ [\��

　すなわち　　[\��[��\�� �

　変形すると　�[ 
�� �\ 
��  �

　[，\�は自然数であるから，[��，\���は整数で

　　　　　　　[�����，\�����

　ゆえに　　　�[��，\ 
��  ���， 
�� ，� 
�，� ，� 
�，�

　よって　　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，�

等式�
�

[
�
�

\
 
�

�
�を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。22

S　� 
[，\  � 
�，�� ，� 
��，� ，� 
�，� ，� 
�，�

 解説

等式の両辺に��[\�を掛けると　　�\��[ [\

変形すると　　��[ 
�� �\ 
��  �　……�①

[，\�は自然数であるから，[��，\���は整数で

　　[�����，��\�����

よって，①�から

　　�[��，\ 
��  � 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，�

したがって

　　� 
[，\  � 
�，�� ，� 
��，� ，� 
�，� ，� 
�，�

�

[
�
�

\
 
�

�
�を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。23

S　� 
[，\  � 
�，�� ，� 
�，� ，� 
��，�

 解説

与式の両辺に��[\�を掛けると　　�\��[ [\

すなわち　　[\��[��\ �

よって　　　�[ 
�� �\ 
��  �

[，\�は自然数であるから，[��，\���は����以上の整数である。

ゆえに　　　�[��，\ 
��  � 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，�

よって　　　� 
[，\  � 
�，�� ，� 
�，� ，� 
��，�

次の等式を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。24

���　
�

[
�
�

\
 �　　　　　　�����　

�

[
�
�

\
 �　　　　　　�����　

�

[
�
�

\
 
�

�

S　���　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，� 　　���　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，�

　　　���　� 
[，\  � 
�，�� ，� 
��，��，� 
��，�

 解説

���　
�

[
�
�

\
 ���の両辺に�[\�を掛けると　　\��[ [\

　すなわち　　[\��[�\ �

　よって　　　�[ 
�� �\ 
��  �

　[，\�は自然数であるから，[��，\���は整数で，[����，\������である。

　ゆえに　　　�[��，\ 
��  � 
�，� ，� 
�，�

　よって　　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，�

���　
�

[
�
�

\
 ���の両辺に�[\�を掛けると　　�\�[ [\

　すなわち　　[\�[��\ �

　よって　　　�[ 
�� �\ 
��  ��

　[，\�は自然数であるから，[��，\���は整数で，[�����，\�����である。

　ゆえに　　　�[��，\ 
��  � 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，�

　よって　　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，�

���　
�

[
�
�

\
 
�

�
��の両辺に��[\�を掛けると　　�\��[ [\

　すなわち　　[\��[��\ �

　よって　　　�[ 
�� �\ 
��  ��

　[，\�は自然数であるから，[��，\���は整数で，[�����，\������である。

　ゆえに　　　�[��，\ 
��  � 
�，�� ，� 
�，� ，� 
��，�

　よって　　　� 
[，\  � 
�，�� ，� 
��，�� ，� 
��，�

次の等式を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。25

���　 �[ � �\  ��　　　　　　　　　　　　������　 �[ � �\  ��

���　 �[ � �\  ��　　　　　　　　　　　　������　 �[ �� �\  ���

S　���　� 
[，\  � 
�，� ，� 
��，��　　���　� 
[，\  � 
�，�

　　　���　� 
[，\  � 
�，� ，� 
��，� 　　���　� 
[，\  � 
�，�

 解説

���　左辺を因数分解すると　　�[ 
�\ �[ 
�\  ��

　[，\�は自然数であるから，[�\�は���以上の自然数，[�\�は整数である。

　また　　　[�\![�\

　よって　　�[�\，[ 
�\  � 
�，� ，� 
��，�

　ゆえに　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
��，��

���　左辺を因数分解すると　　�[ 
�\ �[ 
�\  ��



　[，\�は自然数であるから，[�\�は���以上の自然数，[�\�は整数である。

　また　　　[�\![�\

　よって　　�[�\，[ 
�\  ��， 
�� ，��， 
�� 　……�①

　ここで，�[ 
�\ ��[ 
�\  �[�であるから，[�\�と�[�\�の和は正の偶数である。

　①�の中で，この条件に適するのは　　�[�\，[ 
�\  ��， 
��

　ゆえに　　� 
[，\  � 
�，�

���　左辺を因数分解すると　　�[ 
�\ �[ 
�\  ��

　[，\�は自然数であるから，[�\�は���以上の自然数，[�\�は整数である。

　また　　　[�\![�\

　よって　　�[�\，[ 
�\  � 
�，� ，� 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，� 　……�①

　ここで，�[ 
�\ ��[ 
�\  �[�であるから，[�\�と�[�\�の和は偶数である。

　①�の中で，この条件に適するのは　　�[�\，[ 
�\  � 
��，� ，� 
��，�

　ゆえに　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
��，�

���　左辺を因数分解すると　　�[ 
��\ �[ 
��\  ���

　[，\�は自然数であるから，[��\�は���以上の自然数，[��\�は整数である。

　また　　　[��\![��\

　よって　　�[��\，[ 
��\  ��， 
�� ，��， 
�� ，��， 
�� ，���， 
�� 　……�①

　ここで，�[ 
��\ ��[ 
��\  �[�であるから，[��\�と�[��\�の和は偶数である。

　①�の中で，この条件に適するのは　　�[��\，[ 
��\  ��， 
��

　ゆえに　　� 
[，\  � 
�，�

Q�は自然数とする。( ��Q �� �が自然数となるような�Q�をすべて求めよ。26

S　Q �，��

 解説

( ��Q �� �が自然数となるとき，N�を自然数として，次のように表される。

　　　　　　( ��Q ��  N

両辺を���乗して整理すると　　 �N � �Q  ��

すなわち　　�N 
�Q �N 
�Q  ��

N，Q�は自然数であるから，N�Q �は���以上の自然数，N�Q �は整数である。

また　　　N�Q!N�Q

よって　　�N�Q，N 
�Q  � 
�，� ，� 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，� 　……�①

ここで，�N 
�Q ��N 
�Q  �N�であるから，N�Q �と�N�Q �の和は偶数である。

①�の中で，この条件に適するのは　　�N�Q，N 
�Q  � 
��，� ，� 
��，�

ゆえに　　� 
N，Q  � 
�，� ，� 
��，��

したがって，求める自然数�Q�は　　Q �，��

次の等式を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。27

���　 �[ � �\  ��　　　　　　　　　　　　������　 �[ � �\  ��

S　���　� 
[，\  � 
�，� ，� 
��，�� 　　���　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，�

 解説

���　左辺を因数分解すると　　�[ 
�\ �[ 
�\  ��

　[，\�は自然数であるから，[�\�は���以上の自然数，[�\�は整数である。

　また　　　[�\![�\

　よって　　�[�\，[ 
�\  � 
��，� ，� 
��，�

　ゆえに　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
��，��

���　左辺を因数分解すると　　�[ 
�\ �[ 
�\  ��

　[，\�は自然数であるから，[�\�は���以上の自然数，[�\�は整数である。

　また　　　[�\![�\

　よって　　�[�\，[ 
�\  � 
�，� ，� 
�，� ，� 
��，� ，� 
��，� 　……�①

　ここで，�[ 
�\ ��[ 
�\  �[�であるから，[�\�と�[�\�の和は偶数である。

　①�の中で，この条件に適するのは　　�[�\，[ 
�\  � 
�，� ，� 
��，�

　ゆえに　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，�

���　等式�� �[ � �\ ��[�\ ��を満たす正の整数�[，\�の組をすべて求めよ。28

���　等式� �[ ��[\�� �\ ��[��\��� ��を満たす整数�[，\�の組をすべて求めよ。

S　���　� 
[，\  � 
�，� 　　���　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，�

 解説

���　� �[ � �\ ��[�\ ��[ 
�\ ��[ 
�\ ���[ 
�\  ��[ 
�\ ��[�\ 
��

　よって，等式は　　��[ 
�\ ��[�\ 
��  �

　[，\�は正の整数であるから，�[�\，�[�\���は整数で，�[�\�����である。

　また　　�[�\��!�[�\

　したがって　　��[�\，�[�\ 
��  � 
�，� ，� 
�，� 　……�①

　ここで，��[ 
�\ ���[�\ 
��  �[���であるから，�[�\�と��[�\���の和は奇数で

　ある。

　①�の中でこの条件に適するのは　　��[�\，�[�\ 
��  � 
�，�

　ゆえに　　� 
[，\  � 
�，�

���　 �[ ��[\�� �\ ��[��\��� ��から　　 �[ ���\ 
�� [�� �\ ��\��� �　……�①

　[�についての���次方程式�①�の判別式を�'�とすると

　　　　　
'

�
 �

� 
�\ � ���
�\ ��\ 
���  �� �\ ���\��� ��� 
���\ �\ �

　　　　　�　 ���\ 
�� �\ 
��

　①�の解は整数��実数��であるから，'���である。

　よって　　　　　��� 
�\ � �\ 
�� ��

　これを解くと　　��\��

　\�は整数であるから　　\ �，�

　>�@　\ ��のとき

　　①�は　　 �[ ��[�� �　　　　ゆえに　　[ �

　>�@　\ ��のとき

　　①�は　　 �[ ��[��� �　　　　ゆえに　　[ �

　>�@，>�@�から　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，�

Q�は自然数とする。( ��Q �� �が自然数となるような�Q�をすべて求めよ。29

S　Q �，�，��

 解説

( ��Q �� �が自然数となるとき，N�を自然数として，次の式が成り立つ。

　　　　　　　( ��Q ��  N

両辺を���乗して移項すると　　 �N � �Q  ��

すなわち　　　�N 
�Q �N 
�Q  ��　……�①

ここで，N，Q�は�N!Q �を満たす自然数であるから，N�Q，N�Q �はともに自然数である。

N�Q!N�Q �であるから，①�を満たす自然数�N�Q，N�Q �の組は次のようになる。

　　　　　　　�N�Q，N 
�Q  � 
��，� ，� 
��，� ，� 
�，�

これを満たす自然数�N，Q�の組は次のようになる。

　　　　　　　� 
N，Q  � 
��，�� ，� 
�，� ，� 
�，�

したがって，求める自然数�Q�は　　Q �，�，��

( ��Q ��� �が自然数となるような自然数�Q�をすべて求めよ。30

S　Q �，�，��，��

 解説

( ��Q ���  P �……�①��P�は自然数��とおくと　　Q�P

①�の両辺を平方すると　　 �Q ���� �P

ゆえに　　�P 
�Q �P 
�Q  ���　……�②�

ここで　　�P 
�Q ��P 
�Q  �Q

Q�は自然数であるから，P�Q�と�P�Q�の差は偶数である。

よって，P�Q，P�Q�はともに偶数，またはともに奇数である。

更に，②�の右辺は偶数であるから，P�Q，P�Q�はともに偶数であり，

��P�Q�P�Q�を満たす。

ゆえに，②�を満たす��P�Q，P 
�Q �の組は

　　　　　　�P�Q，P 
�Q  � 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，�

すなわち　　�
 �P Q ��

 �P Q �
�，�

 �P Q ��

 �P Q �
�，�

 �P Q ��

 �P Q �
�，�

 �P Q ��

 �P Q �

それぞれを解くと　　�� 
P，Q  � 
��，�� ，� 
��，��，� 
��，� ，� 
��，�

したがって，求める�Q�の値は　　Q �，�，��，��

���　 �P  � �Q ����を満たす自然数の組��P，Q��をすべて求めよ。31

���　( ��Q �� �が整数となるような自然数�Q�をすべて求めよ。

S　���　�P，Q� ���，��，��，��　　���　Q �，��

 解説

���　 �P  � �Q ����から　　　　 �P �� �Q  ��

　よって　　　　�P 
��Q �P 
��Q  ��　……�①

　P，Q�は自然数であるから，P��Q �と�P��Q �も自然数であり，���の約数である。

　①�を満たす��P��Q，P��Q ��の組は，P��Q!P��Q���に注意すると

　　　　　　　　�
 �P �Q ��

 �P �Q �
�，�

 �P �Q �

 �P �Q �

　それぞれを解くと　　�P，Q� ���，��，��，��

���　( ��Q ��  P ��……�①���P�は整数��とおくと　　Q�P

　①�の両辺を平方すると　　 �Q ��� �P 　すなわち　 �P � �Q  ��

　よって　　　　�P 
�Q �P 
�Q  ��　……�②

　ここで　　　　�P 
�Q ��P 
�Q  �Q

　Q�は自然数であるから，P�Q �と�P�Q �の差は偶数である。

　ゆえに，�P�Q，P�Q �はともに偶数であるか，またはともに奇数である。

　更に，②�の右辺は偶数であるから，�P�Q，P�Q �はともに偶数であり，

　��P�Q�P�Q �を満たす。

　よって，②�を満たす���P�Q，P�Q ��の組は

　　　　　　　　�
 �P Q ��

 �P Q �
�，�

 �P Q ��

 �P Q �

　それぞれを解くと　　　� 
P，Q  � 
��，�� ，� 
��，�

　したがって，求める�Q�の値は　　Q �，��

( ��Q �� �が自然数となるような自然数�Q�をすべて求めよ。32

S　Q �，�

 解説

( ��Q ��  P ��P�は自然数��とおくと　　Q�P

平方して　　 �Q ��� �P 　　　　ゆえに　　�P 
�Q �P 
�Q  ��　……�①

P，Q�は自然数であるから，P�Q，P�Q �も自然数であり，���の約数である。

また，P�Q!P�Q���であるから，①�より

　　　　�
 �P Q ��

 �P Q �
，�

 �P Q ��

 �P Q �
，�

 �P Q ��

 �P Q �
，�

 �P Q �

 �P Q �

解は順に　　�� 
P，Q  � �
��

�
，
��

�
，� 
��，� ，� 
�，� ，� �

��

�
，
�

�

したがって，求める�Q�の値は　　Q �，�



���　 �P  � �Q ����を満たす自然数の組��P，Q��をすべて求めよ。33

���　( ��Q �� �が整数となるような自然数�Q�をすべて求めよ。

S　���　�P，Q� ���，��，��，��　　���　Q �，��

 解説

���　 �P  � �Q ����から　　　　 �P �� �Q  ��

　よって　　　　�P 
��Q �P 
��Q  ��　……�①

　P，Q�は自然数であるから，P��Q �と�P��Q �も自然数であり，���の約数である。

　①�を満たす��P��Q，P��Q ��の組は，P��Q!P��Q���に注意すると

　　　　　　　　�
 �P �Q ��

 �P �Q �
�，�

 �P �Q ��

 �P �Q �

　それぞれを解くと　　�P，Q� ���，��，��，��

���　( ��Q ��  P ��……�①���P�は整数��とおくと　　Q�P

　①�の両辺を平方すると　　 �Q ��� �P 　すなわち　 �P � �Q  ��

　よって　　　　�P 
�Q �P 
�Q  ��　……�②

　P，Q�は自然数であるから，P�Q，P�Q �も自然数であり，P�Q!P�Q���を満

　たす。また　　�P 
�Q ��P 
�Q  �Q

　ゆえに，P�Q �と�P�Q �の差は偶数であるから，�P�Q，P�Q �の偶奇は一致する。

　ここで，②�の右辺は偶数であるから，�P�Q，P�Q �はともに偶数である。

　よって，②�から　　　���
 �P Q ��

 �P Q �
�，�

 �P Q ��

 �P Q �

　それぞれを解くと　　　� 
P，Q  � 
��，�� ，� 
��，�

　したがって，求める�Q�の値は　　Q �，��

( ��Q �� �が自然数となるような自然数�Q�をすべて求めよ。34

S　Q �，��

 解説

( ��Q ��  P ��P�は自然数��とおくと　　 �Q ��� �P

よって　　 �P � �Q  ��

ゆえに　　�P 
�Q �P 
�Q  ��　……�①

P，Q�は自然数であるから，P�Q，P�Q �は����の約数である。

��P�Q�P�Q����に注意すると，①�から

　�
 �P Q ��

 �P Q �
　……�②　　または　　�

 �P Q �

 �P Q �
　……�③

②�を解くと　���P ��，Q ���　これらは自然数であるから適する。

③�を解くと　���P �，Q ��　　これらは自然数であるから適する。

したがって　　Q �，��

Q�は自然数とする。( ��Q �� �が自然数となるような�Q�をすべて求めよ。35

S　Q �，�，��

 解説

( ��Q �� �が自然数となるとき，N�を自然数として　( ��Q ��  N　と表される。

( ��Q ��  N�の両辺を���乗して整理すると

　　　　　　 �N � �Q  ��

すなわち　　�N 
�Q �N 
�Q  ��　……�①

N，Q�は自然数であるから，N�Q，N�Q �は整数で　　N�Q��

また　　N�Q!N�Q

よって，①�から

　　　　�N�Q，N 
�Q  � 
�，� ，� 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，� 　……�②

ここで，�N 
�Q ��N 
�Q  �N�であるから，N�Q �と�N�Q �の和は偶数である。

②�の中で，この条件に適するのは

　　　　　�N�Q，N 
�Q  � 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，�

ゆえに　　� 
N，Q  � 
�，� ，� 
��，� ，� 
��，��

したがって，求める自然数�Q�は　　Q �，�，��

Q�は自然数とする。( ��Q �� �が自然数となるような�Q�をすべて求めよ。36

S　Q �，�

 解説

( ��Q �� �が自然数となるとき，N�を自然数として，次の式が成り立つ。
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N�Q!N�Q �であるから，①�を満たす自然数�N�Q，N�Q �の組は次のようになる。
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これを満たす自然数�N，Q�の組は次のようになる。
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したがって，求める自然数�Q�は　　Q �，�

次の問いに答えよ。37
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���　等式�� �[ ��[\�� �\ ���[���\ ���を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。

S　���　�[��\ 
�� ��[�\ 
�� 　　���　� 
[，\  � 
�，�

 解説

�

�

�

��\ �

�\ �

� 
��\ � � 
�\ �

��\ �

�\ �

��\ ��

���　� �[ ��[\�� �\ ���[���\���

　 � �[ ���\ 
��� [���
�\ ���\ 
���

　 � �[ ���\ 
��� [��\ 
�� ��\ 
��

　 �[���\ �
�� ��[��\ �
��

　 �[��\ 
�� ��[�\ 
��

���　� �[ ��[\�� �\ ���[���\ ���から

　　　　� �[ ��[\�� �\ ���[���\��� ��
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　[，\�は自然数であるから，[��\��，�[�\���はともに自然数である。

　[��\����，�[�\�����であるから，①�を満たす自然数�[��\��，�[�\���の

　組は次のようになる。
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次の方程式を満たす整数�[，\�の組を求めよ。38
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[，\�は整数であるから，[��\��，�[�\���も整数である。

よって，次のような表が得られる。
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次の方程式を満たす整数�[，\�の組を求めよ。39
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���　3 � �[ ���[\��� �\ ��\���を因数分解せよ。40

���　3 ���を満たす自然数�[，\�の値を求めよ。
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　　[，\�は自然数であるから，不適。
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次の等式を満たす整数�[，\�の組をすべて求めよ。41
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 解説
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次の方程式の整数解をすべて求めよ。42
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次の方程式の整数解をすべて求めよ。43
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 解説

���　方程式は次のように変形できる。
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���　方程式は，N，O�を整数として，次のように変形できる。
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次の等式を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。44
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次の等式を満たす整数�[，\�の組をすべて求めよ。45
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