
次の�D，E�について，D�を�E�で割ったときの商と余りを求めよ。１

���　D ��，E �　　　　　　　　　　　　���　D ��，E �

���　D ���，E �　　　　　　　　　　　���　D ���，E �

S　���　商は��，余りは��　　���　商は��，余りは��　　���　商は���，余りは��

　　　���　商は����，余りは��

 解説

���　�� �･����であるから　　���を���で割ったときの商は��，余りは��

���　�� �･����であるから　　���を���で割ったときの商は��，余りは��

���　��� �･� 
�� ���であるから　　����を���で割ったときの商は���，余りは��

���　��� �･� 
��� ���であるから　　����を���で割ったときの商は����，余りは��

D，E�は整数とする。D�を���で割ると���余り，E�を���で割ると���余る。このとき，次の数２

を���で割ったときの余りを求めよ。

���　D�E　　　　　　　　������　D�E　　　　　　　　�����　�D��E

���　DE　　　　　　　　　　���　 �D � �E 　　　　　　　�����　� �D �� �E

S　���　�　　���　�　　���　�　　���　�　　���　�　　���　�

 解説

D，E�は，N，O�を整数として，次のように表される。

　　　　　　D �N��，　E �O��

���　D�E ��N 
�� ���O 
��  ��N 
�O ���� ��N�O 
�� ��

　よって，D�E �を���で割ったときの余りは　�

���　D�E ��N 
�� ���O 
��  ��N 
�O ���� ��N�O 
�� ��

　よって，D�E �を���で割ったときの余りは　�

���　�D��E ���N 
�� ����O 
��  ���N 
��O ������ ���N��O 
�� ��

　よって，�D��E �を���で割ったときの余りは　�

���　DE ��N 
�� ��O 
��  �� NO��N･���･�O��･� ���NO��N��O 
�� ��

　よって，DE�を���で割ったときの余りは　�

���　 �D � �E  �
� 
��N � � �

� 
��O �  �
�� �N ��･�N･� 
� �� �� 
���� �O ･･� �O � ��

　　　　　� ���
�N ���N�� �O 
���O ������

　　　　　� ���
�N ���N�� �O ���O 
�� ��

　よって， �D � �E �を���で割ったときの余りは　�

���　� �D �� �E  � �
� 
��N � �� �

� 
��O �  ��
�� �N ��･�N･� 
� �� ���

�� �O ��･�O･� 
� ��

　　　　　　� ����
�N ���N��� �O 
���O ��������

　　　　　　� ����
�N ���N��� �O ���O 
���

　よって，� �D �� �E �を���で割ったときの余りは　�

次の�D，E�について，D�を�E�で割ったときの商と余りを求めよ。３

���　D ��，E �　　　　　　　　　　　　���　D ���，E �

���　D ���，E �　　　　　　　　　　　���　D ��，E �

S　商，余りの順に　　���　�，�　　���　��，�　　���　��，�　　���　��，�

 解説

���　�� �･����であるから，商は��，余りは��

���　��� �･� 
�� ���であるから，商は���，余りは��

���　��� �･� 
�� ���であるから，商は���，余りは��

���　�� �･� 
�� ���であるから，商は���，余りは��

次の�D，E�について，D�を�E�で割ったときの商と余りを求めよ。４

���　D ��，E �　　　　　����　D ���，E ��　　　　����　D ���，E �

S　���　商は���，余りは��　　���　商は���，余りは��　　���　商は���，余りは��

 解説

���　�� �･�����から　商は���，余りは��

���　��� ��･�����から　商は���，余りは��

���　��� �･� 
�� ���から　商は���，余りは��

次の�D，E�について，D�を�E�で割ったときの商と余りを求めよ。５

���　D ��，E �　　　　　　　　　　　　���　D ��，E �

���　D ���，E �　　　　���　　　　　　����　D ���，E �

S　���　商��，余り��　　���　商��，余り��　　���　商����，余り��

　　　���　商���，余り��

 解説

���　�� �･����であるから，���を���で割ったときの商は��，余りは��

���　�� �･����であるから，���を���で割ったときの商は��，余りは��

���　��� �･� 
��� ���であるから，����を���で割ったときの商は����，余りは��

���　��� �･� 
�� ���であるから，����を���で割ったときの商は���，余りは��

���　D，E�は整数とする。D�を���で割ると���余り，E�を���で割ると���余る。このとき，６

　�ア�　�D�E　�イ�　 ����D 　を���で割ったときの余りを求めよ。

���　Q�を自然数とするとき， Q� �を���で割った余りを求めよ。

S　���　�ア�　�　　�イ�　�

　　　���　Q �N���のとき��，Q �N���のとき��，

　　　　Q �N���のとき��，Q �N�のとき����N�は自然数�

 解説

���　�ア�　D �T��，E �T ������T，T ��は整数��と表される。

　　　　　�D�E ���T 
�� ��T ��� ���T 
�T � ��

　　　　　　　��� ���T�T � 
�� ��

　　よって，求める余りは　　�

　�イ�　 �D �を���で割った余りは， �� �を���で割った余り���に等しい。

　　また，���� ��������から　　 ����D  ���
� 

�D D

　　ここで， ���
� 

�D �を���で割った余りは� ���

� 

�� �を���で割った余り� ����  ��に等しい。

　　よって， ����D �を���で割った余りは， ���
� 

�� �を���で割った余り���と�D�を���で割った余

　　り���の積���である。

���　��を���で割った余りは���であるから， Q� �を���で割った余りは� Q� �を���で割った余りに

　等しい。

　　　　 ��  �， ��  �， ��  � ���， ��  �� �･���

　であるから， Q� �を���で割った余りは��，�，�，��の���つの数字の繰り返しとなる。

　よって， Q� �を���で割った余りは

　　　　Q �N���のとき��，Q �N���のとき��，

　　　　Q �N���のとき��，Q �N�のとき��　�N�は自然数�

D，E�は整数とする。D�を���で割ると���余り，E�を���で割ると���余る。このとき，次の数７

を���で割ったときの余りを求めよ。

���　D�E　　　　　������　D��E　　　　　���　DE　　　　　　������　 ���D

S　���　�　　���　�　　���　�　　���　�

 解説

条件から，　D �T��，E �T ���　� 
T，T ��は整数 　と表される。

���　D�E �T����T ��� ��T�T � 
��

　よって，求める余りは　　�

���　D��E �T������T � 
��  ��T 
��T � ��

　　　　��� ��T��T � 
�� ��

　よって，求める余りは　　�

���　DE ��T 
�� ��T � 
��  ��TT ����T���T ���

　　　� ���TT ���T��T � 
�� ��

　よって，求める余りは　　�

���　 �D �を���で割った余りは， ��  ���を���で割った余り���に等しい。

　また，��� �������であるから　　 ���D  ��
� 

�D �D

　ここで， ��
� 

�D �を���で割った余りは， ��

� 

�� �を���で割った余り� ���  ��に等しい。

　よって， ���D �を���で割った余りは， ��
� 

�� �を���で割った余り���と� �D �を���で割った余りと

　の積に等しい。

　ここで， �D �を���で割った余りは， �� �を���で割った余り���に等しい。

　したがって，求める余りは　　��� �

D，E�は整数とする。D�を���で割ると���余り，E�を���で割ると���余る。このとき，次の数８

を���で割った余りを求めよ。

���　D��E　　　　　���　DE　　　　　　　���　 �D 　　　　　　　���　 ����D

S　���　�　　���　�　　���　�　　���　�

 解説

D �T��，E �T �����T，T ��は整数��と表される。

���　D��E �T������T � 
��  ��T 
��T � ���� ��T��T � 
�� ��

　したがって，求める余りは　　�

���　DE ��T 
�� ��T � 
��  ��TT �����T 
��T � ��� ���TT ���T��T � 
�� ��　

　したがって，求める余りは　　�

���　 �D  �
� 
��T �  �� �T ���T�� ���

�T ��T 
�� ��

　よって， �D  �P����P�は整数��と表されるから

　　 �D  �
� 

�D  �

� 
��P �  �� �P ���P�� ���
�P 
��P ��

　したがって，求める余りは　　�

���　 �D �を���で割った余りは， �� �を���で割った余り���に等しい。

　よって， �
� 

�D  �D �を���で割った余りは， ��  ���を���で割った余り���に等しい。

　 ����D  ����D �D  ���
� 

�D ･ �D �であるから，求める余りは， ���� ･� ��を���で割った余りに

　等しい。したがって，求める余りは�　　�

T　>����～�����割り算の余りの性質を利用した解法@

���　��を���で割った余りは����� �･������であるから，�E�を���で割った余りは��･� ��を

　��で割った余り���に等しい。

　ゆえに，D��E�を���で割った余りは���� ��を����で割った余りに等しい。

　よって，求める余りは　　�

���　DE�を���で割った余りは��･� ���を���で割った余りに等しい。

　よって，求める余りは　　�

���　 �D �を���で割った余りは� ��  ���を���で割った余りに等しい。

　よって，求める余りは　　�

D，E�は整数とする。D�を���で割ると���余り， �D �E �を���で割ると���余る。このとき，次９

の数を���で割った余りを求めよ。

���　E　　　　　　　�����　�D��E　　　　���　 �E ��D　　　　����　 ���D

S　���　�　　���　�　　���　�　　���　�

剰余�合同式クイズ



 解説

D �T��， �D �E �T �����T，T ��は整数��と表される。

���　 �D �E �T ����から

　　　　E �D ���T � 
��  �
� 
��T � ���T � 
��  ���

�T ���T 
�� ���T � 
��

　　　　�� ���
�T ��T 
�T � ��

　したがって，求める余りは　　�

���　����の結果から，E �P����P�は整数��と表される。

　　　　�D��E ���T 
�� ����P 
��  ��T�����P�� ���T 
��P ��

　したがって，求める余りは　　�

���　 �E ��D �
� 
��P � ����T 
��  �� �P ���P�����T��

　　　　　�� ���
�P ��P��T 
�� ��

　したがって，求める余りは　　�

���　 �D �を���で割った余りは， �� �を���で割った余り���に等しい。

　　 �D �を���で割った余りは， �� �を���で割った余り���に等しい。

　　 �D �を���で割った余りは， �
� 

�� �を���で割った余り���に等しい。

　 ���D  ���D �D  ��
� 

�D �D �であるから，求める余りは， ��� ･� ��を���で割った余りに等

　しい。

　したがって，求める余りは�　　�

T　>����～���　割り算の余りの性質を利用した解法@

���　E�を���で割った余りを�U�とすると　　U �，�，�，�，�　……�①

　D�を���で割った余りは���であるから， �D �を���で割った余りは， �� �を���で割った余り��

　に等しい。

　ゆえに， �D �E�と���U�を���で割った余りは等しいから

　　　　　��U �　すなわち　U �

　これは�①�を満たす。

　したがって，E�を���で割った余りは　　�

���　�D�を���で割った余りは��･� ��を���で割った余り���に等しい。

　また，�E�を���で割った余りは��･� ��を���で割った余り���に等しい。

　ゆえに，�D��Eを���で割った余りは���� ���を���で割った余りに等しい。

　�� �･� 
�� ���であるから，求める余りは　　�

���　 �E �を���で割った余りは� ��  ��を���で割った余り���に等しい。

　また，�D�を���で割った余りは��･� ��を���で割った余り���に等しい。

　ゆえに， �E ��D�を���で割った余りは���� ���を���で割った余りに等しい。

　�� �･� 
�� ���であるから，求める余りは　　�

次のような自然数の個数を求めよ。10

���　����以下の自然数で，����と互いに素である自然数

���　����以下の自然数で，����と互いに素である自然数

S　���　���個　　���　����個

 解説

���　��� �� ･ �� �であるから，����と互いに素である自然数は，��の倍数でも���の倍数でも

　ない自然数である。

　ここで，����以下の自然数で，��の倍数または���の倍数である数の個数を求める。

　��の倍数の個数は，����を���で割ったときの商で　��

　��の倍数の個数は，����を���で割ったときの商で　��

　また，��の倍数かつ���の倍数である数の個数，すなわち���の倍数の個数は，����を���で

　割ったときの商で　��

　よって，��の倍数または���の倍数である数の個数は　　�������� ��

　したがって，����以下の自然数で，����と互いに素である自然数の個数は

　　　　　������ �����個�

���　��� �� ･�･ �� �であるから，����と互いに素である自然数は，��の倍数でも���の倍数で

　も���の倍数でもない自然数である。

　ここで，����以下の自然数で，��の倍数または���の倍数または���の倍数である数の個数

　を求める。

　��の倍数の個数は，����を���で割ったときの商で　���

　��の倍数の個数は，����を���で割ったときの商で　���

　��の倍数の個数は，����を���で割ったときの商で　���

　また，��の倍数かつ���の倍数である数の個数，すなわち���の倍数の個数は，����を���で

　割ったときの商で　���

　��の倍数かつ���の倍数である数の個数，すなわち����の倍数の個数は，����を����で割っ

　たときの商で　��

　��の倍数かつ���の倍数である数の個数，すなわち����の倍数の個数は，����を����で割っ

　たときの商で　��

　��の倍数かつ���の倍数かつ���の倍数である数の個数，すなわち����の倍数の個数は，����

　を����で割ったときの商で　��

　よって，��の倍数または���の倍数または���の倍数である数の個数は

　　　　　������������������������ ���

　したがって，����以下の自然数で，����と互いに素である自然数の個数は

　　　　　������� ������個�

Q

���
�が���より小さい既約分数となるような正の整数�Q�は全部で何個あるか。11

S　���個

 解説

Q�は�����以下で�����と互いに素である正の整数である。

 ��� ･�� �� �であるから，このような数は，���から�����までの�����個の自然数のうち，偶

数または���の倍数を除いたものである。

��から�����までの自然数のうち，

　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　��

　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　��

　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　��

したがって，求める個数は　　���������� 
���  �����個�

U　Q�以下の自然数で，Q�と互いに素であるものの個数は，次のオイラー関数の性質

　を利用して求められる。

　　　S�は素数，N�は自然数のとき　　X� 

NS  NS � �N �S

　　　S，T�は互いに素であるとき　　X� 
ST  X� 
S X� 
T

　これから　　X� 
���  X�
�� 
･ ��  X� 


�� X� 

��  �

�� 
� �� �
�� 
� ��  �･� ��

���　���以下の自然数で，���と互いに素であるものの個数を求めよ。12

���　����以下の自然数で，����と互いに素であるものの個数を求めよ。

S　���　���個　　���　���個

 解説

���　�� �� ･�

　また　　��	� ��，��	� �，��	�� 
･�  �

　よって，���以下の自然数で，��の倍数または���の倍数の個数は

　　　　　　　　　　������ ��

　したがって，求める個数は　　����� ����個�

　T　�� �� ･�

　　���以下の自然数のうち，奇数は　　��	� ����個�

　　��の倍数で奇数は　　��	�	� ���個�

　　したがって，求める個数は　　���� ����個�

���　��� �･�･��

　また　　���	� ��，���	� ��，���	�� ��，

　　　　　���	�� 
･�  ��，���	�� 
･��  �，���	��� 
･�  �，

　　　　　���	��･� 
･��  �

　よって，����以下の自然数で，��の倍数または���の倍数または����の倍数の個数は

　　　　　　����������������� ��

　したがって，求める個数は　　������ ����個�

���　����以下の自然数で，����と互いに素であるものの個数を求めよ。13

���　����以下の自然数で，����と互いに素であるものの個数を求めよ。

S　���　����個　　���　����個

 解説

���　��� �� ･ ��

　また　　���	� ���，���	� ���，���	 �� 
･�  ��

　よって，����以下の自然数で，��の倍数または���の倍数の個数は

　　　　　　　　　　���������� ���

　したがって，求める個数は　　������� �����個�

　T　��� �� ･ �� 　　

　　����以下の自然数のうち，奇数は　���	� �����個�

　　��の倍数で奇数は　　���	�	� ����個�

　　したがって，求める個数は　������ �����個�

���　��� �･�･ ��

　また　　���	� ���，���	� ���，���	� ���，

　　　　　���	�� 
･�  ��，���	�� 
･�  ��，���	�� 
･�  ��，

　　　　　���	��･� 
･�  �

　よって，����以下の自然数で，��の倍数または���の倍数または���の倍数の個数は

　　　　　　���������������������� ���

　したがって，求める個数は　　������� �����個�

���　��から�����までの�����個の自然数の積�1 �･�･�･……･����について，1�を素因数分14

　解したとき，素因数���の個数を求めよ。

���　��から�����までの�����個の自然数の積�1 �･�･�･……･����について，1�を素因数分

　解したとき，素因数���の個数を求めよ。

S　���　����個　　���　���個

 解説

���　��から�����までの�����個の自然数のうち，

　　　　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　�����

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　��

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　�

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　�

　よって，1�を素因数分解したときの素因数���の個数は

　　　　　��������� ���　　すなわち　����個

���　��から�����までの�����個の自然数のうち，

　　　　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　�����

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　�

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　�

　よって，1�を素因数分解したときの素因数���の個数は

　　　　　������ ��　　すなわち　���個

���　����を計算した結果は，��で何回割り切れるか。15

���　����を計算すると，末尾には���が連続して何個並ぶか。



S　���　���回　　���　��個

 解説

���　����が���で割り切れる回数は，����を素因数分解したときの素因数���の個数に一致す

　る。

　��から����までの自然数のうち，

　　　　��の倍数の個数は，���を���で割った商で　　��

　　　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　�

　　　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　�

　　　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　�

　　　　��� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

　よって，素因数���の個数は，全部で　����������� �����個�

　したがって，����は���で����回割り切れる。

���　����を計算したときの末尾に並ぶ���の個数は，����を素因数分解したときの素因数��

　の個数に一致する。

　��から����までの自然数のうち，

　　　　��の倍数の個数は，���を���で割った商で　　����

　　　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　�

　　　　��� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

　よって，素因数���の個数は，全部で　　��� ����個�

　したがって，末尾には���が連続して���個並ぶ。

���　 �����& �を素因数分解したとき，累乗� E� �の指数�E�を求めよ。16

���　 Q�� �が�����を割り切るような最大の自然数�Q�を求めよ。

S　���　E �　　���　��

 解説

���　 �����&  
����

���� 
���� �� �
 
����

�
� 
���

　……�①

　��から�����までの自然数のうち，

　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　���

　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　���

　　���� �� �であるから， Q� ��Q����の倍数はない。

　よって，�����を素因数分解したときの，素因数���の個数は　����������� �����個�

　また，��から����までの自然数のうち，

　　��の倍数の個数は，���を���で割った商で　　�����

　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　���

　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　���

　　��� �� �であるから， Q� ��Q����の倍数はない。

　ゆえに，����を素因数分解したとき，素因数���の個数は　　������ �����個�

　したがって， �����& �を素因数分解したとき，素因数���の個数は，①�から

　　　　　　���������� ����個�　すなわち　E �

���　求める�Q�の最大値は，����を計算したときの末尾に並ぶ���の個数，すなわち�����を

　素因数分解したときの素因数���の個数に一致する。

　��から����までの自然数のうち，

　　��の倍数の個数は，���を���で割った商で　　�����

　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　���

　　��� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

　よって，素因数���の個数は　　���� �����個�

　したがって，求める�Q�の最大値は　　��

���　��� �･�･�･……･���を計算した結果は，��で最大何回割り切れるか。17

���　����を計算すると，末尾に���は連続して何個並ぶか。

S　���　��回　　���　��個

 解説

���　����が���で割り切れる最大の回数は，����を素因数分解したときの素因数���の個数に

　一致する。

　��から����までの自然数のうち，

　　��の倍数の個数は，���を���で割った商で　　���個

　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　����個

　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　����個

　よって，素因数���の個数は　　����� ���個�

　ゆえに，����は���で最大���回割り切れる。

���　����を整数で表したときに末尾に並ぶ���の個数は，����を素因数分解したときの素

　因数���の個数に一致する。

　��から����までの自然数のうち，��の倍数の個数は，���を���で割った商で　　��個

　よって，����を整数で表したとき，末尾に���は���個並ぶ。

�����を素因数分解すると， D� ･ E� ･ F� ･ ��� ･ ��� ･ ��� �……�となる。D，E，F�の値を求めよ。18

S　D ��，E ��，F ��

 解説

��から�����までの自然数のうち

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

よって　　D �������������� ��

次に，��から�����までの自然数のうち，

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

よって　　E ��������� ��

更に，��から�����までの自然数のうち，

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

よって　　F ���� ��

��から����までの自然数の積���� ��･��･……･�･��を�1�とする。1�を素因数分解したと19

き，次の問いに答えよ。

���　素因数���の個数を求めよ。　　　　　　���　素因数���の個数を求めよ。

���　1�を計算すると，末尾には���は連続して何個並ぶか。�

S　���　���個　　���　��個　　���　��個

 解説

���　��から����までの自然数のうち

　　��の倍数の個数は，���を���で割った商で　����個�

　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　���個�

　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　���個�

　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　���個�

　よって，素因数���の個数は　　�������� ����個�

���　����と同様に，��の倍数は���個， �� �の倍数は���個あるから，素因数���の個数は

　　　　　　��� ����個�

���　���，����から，1�を素因数分解したとき，素因数���は����個，素因数���は���個ある。

　�･� ���であるから，1�を計算すると，その数の末尾には���は連続して���個並ぶ。

1 �����を素因数分解したとき，次の問いに答えよ。20

���　素因数���の個数を求めよ。

���　1�を計算すると，末尾には���は連続して何個並ぶか。�

S　���　���個　　���　���個

 解説

���　��から�����までの自然数のうち，

　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　�������個�

　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　����個�

　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　���個�

　よって，素因数���の個数は　　������� ����個�

���　��から�����までの自然数のうち���の倍数の個数は，����個である。

　よって，素因数���の個数は�����個以上あるから，素因数���の個数よりも多い。

　�･� ���であるから，1�を計算したとき末尾に並ぶ���の個数は素因数���の個数に等し

　い。

　ゆえに，����から　　���個

次のような自然数の積�1�を計算すると，末尾には���が連続して何個並ぶか。21

���　��から�����までの�����個の自然数の積�1 �･�･�･……･���

���　��から�����までの�����個の自然数の積�1 �･�･�･……･���

S　���　���個　　���　���個

 解説

���　��から�����までの�����個の自然数のうち，

　　　　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で���　��

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　�

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　�

　よって，1�を素因数分解したときの素因数���の個数は　　������ ��

　また，素因数���の個数は明らかに素因数���の個数より多い。

　�� �･��であるから，1�を計算すると，末尾には���が連続して����個並ぶ。

���　��から�����までの�����個の自然数のうち，

　　　　　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　�����

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　��

　　　　　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　�

　よって，1�を素因数分解したときの素因数���の個数は　　������� ��

　また，素因数���の個数は明らかに素因数���の個数より多い。

　�� �･��であるから，1�を計算すると，末尾には���が連続して����個並ぶ。

次のものを求めよ。22

���　 ����� �を���で割った余り　　　　　　　������　 ��� �を���で割った余り

���　 ���� �を����で割った余り　　　　　　　������　 ���� �を���で割った余り

S　���　�　　���　�　　���　�　　���　�



 解説

���　���を���で割った余りは���である。

　よって， ����� �を���で割った余りは， ���� �を���で割った余りに等しい。

　したがって， ����� �を���で割った余りは　�

T　������� 
PRG�� �であるから　　 ����� � ���� ����� 
PRG��

　よって， ����� �を���で割った余りは　�

���　 ��  ���であるから， �� �を���で割った余りは���である。

　よって， ���  ��
� 

�� �を���で割った余りは， ��� �を���で割った余りに等しい。

　したがって， ��� �を���で割った余りは　�

T　 ��  ���であるから　　 �� ����� 
PRG��

　よって　　 ��� � ��
� 

�� � ��� ����� 
PRG��

　したがって， ��� �を���で割った余りは　�

���　 ��  ���であるから， �� �を����で割った余りは���である。

　よって， ����  ��
� 

�� ･��を����で割った余りは， ��� ･��を����で割った余りに等しい。

　したがって， ���� �を����で割った余りは　�

T　 ��  ���であるから　　 �� ����� 
PRG��� �

　よって　　 ���� � ��
� 

�� ･�� ��� ･������ 
PRG���

　したがって， ���� �を����で割った余りは　�

���　 ��  ���であるから， �� �を���で割った余りは���である。

　よって， ����  ��
� 

�� ･ �� �を���で割った余りは， ��� ･ �� �を���で割った余りに等しい。

　したがって， ���� �を���で割った余りは　�

T　 ��  ���であるから　　 �� ����� 
PRG�� �

　よって　　 ���� � ��
� 

�� ･ �� � ��� ･ �� ����� 
PRG��

　したがって， ���� �を���で割った余りは　�

���　 ��� �を���で割った余りを求めよ。23

���　 ��� �を���で割った余りを求めよ。

���　 ��� �を����で割った余りを求めよ。

S　���　�　　���　�　　���　��

 解説

���　��を���で割った余りは　��

　よって， ��� �を���で割った余りは， ��� �すなわち���を���で割った余りに等しい。

　したがって，求める余りは　�

���　 ���  ��
� 

��  ���

　��を���で割った余りは　�

　よって， ��� �を���で割った余りは， ��� �すなわち���を���で割った余りに等しい。

　したがって，求める余りは　�

���　 ���  ��
� 

��  ����

　���を����で割った余りは　��

　よって， ��� �を����で割った余りは， ���� �を����で割った余りに等しい。更に

　　　　　　 ����  ��･ ��
� 


���  ��･ �����

　����を����で割った余りは　�

　ゆえに， ���� �を����で割った余りは，��･ ��� �すなわち����を����で割った余りに等しい。

　したがって，求める余りは　��

���　 ���� �を���で割った余りを求めよ。24

���　 ��� �を���で割った余りを求めよ。

���　 ���� �を����で割った余りを求めよ。

S　���　�　　���　�　　���　��

 解説

���　���を���で割った余りは　�

　よって， ���� �を���で割った余りは， ��� �すなわち���を���で割った余りに等しい。

　したがって，求める余りは　�

���　 ���  ��
� 

��  ����

　���を���で割った余りは　�

　よって， ���� �を���で割った余りは， ��� ��すなわち���を���で割った余りに等しい。

　したがって，求める余りは　�

���　 ����  ��
� 


���  �����

　����を����で割った余りは　��

　よって， ���� �を����で割った余りは， ���� �を����で割った余りに等しい。

　更に　　　 ����  ��･ �
� 


���  ��･ ����

　����を����で割った余りは　�

　ゆえに， ���� �を����で割った余りは，��･ �� �すなわち����を����で割った余りに等しい。

　したがって，求める余りは　��

��� �について，次のものを求めよ。25

���　���で割った余り　　　　　　　　　　������　一の位の数

S　���　�　　���　�

 解説

���　 ��  ���を����で割った余りは���である。

　よって， ���  ��
� 

�� �を����で割った余りは， ��� �を����で割った余りに等しい。

　したがって，求める余りは　�

���　�解���　 ��  ���から， �� �の一の位は　�

　��� ���から， �� �の一の位は　�

　��� ���から， �� �の一の位は　�

　��� ����から， �� �の一の位は　�

　よって， Q� ���Q 
 �，�，�，…… �の一の位は　�，�，�，�　が繰り返し現れる。

　�� �������であるから， ��� �の一の位は　�

�解���　 ��� �の一の位は， ��� �を����で割った余りに等しい。

　 ��  ��， ��  ���， ��  �����であるから， �� �を����で割った余りは　�

　よって， ���  ��
� 

�� ･ �� �を����で割った余りは， ��  ���を����で割った余りに等しい。

　したがって， ��� �の一の位は　�

T　>合同式を用いた解法@

���　 �� �������� 
PRG��� �であるから　　 ��� � ��
� 

�� � ��� ����� 
PRG���

　よって，求める余りは　�

���　 �� �������� 
PRG��� ，　 �� � �� ･���･��������� 
PRG���

　　 �� � �� ･���･��������� 
PRG���

　よって　　 ��� � ��
� 

�� ･ �� � ��� ･������� 
PRG���

　したがって， ��� �の一の位は　�

次のものを求めよ。26

���　 ����� �を���で割った余り　　　　　　　������　 ��� �を���で割った余り

���　 ���� �を���で割った余り

S　���　�　　���　�　　���　�

 解説

���　���を���で割った余りは���である。

　よって， ����� �を���で割った余りは， ���� �を���で割った余りに等しい。

　したがって，求める余りは　�

���　 ��  ���を���で割った余りは���である。

　よって， ���  ��
� 

�� �を���で割った余りは， ��� �を���で割った余りに等しい。

　したがって， ��� �を���で割った余りは　�

���　 ��  ���を���で割った余りは���である。

　よって， ����  ��
� 

�� ･ �� �を���で割った余りは， ��� ･ �� �すなわち����を���で割った余りに

　等しい。

　したがって， ���� �を���で割った余りは　�

T　>合同式を用いた解法@

���　������� 
PRG�� �であるから　　 ����� � ���� ����� 
PRG��

　よって，求める余りは　�

���　 �� �������� 
PRG�� �であるから　　 ��� � ��
� 

�� � ��� ����� 
PRG��

　よって，求める余りは　�

���　 �� �������� 
PRG�� �であるから

　　　　　　　 ���� � ��
� 

�� ･ �� � ��� ･ �� �������� 
PRG��

　よって， ���� �を���で割った余りは　�

次のものを求めよ。27

���　 ���� �を���で割った余り　　　　　　　　����　 ���� �を���で割った余り

���　 ��� �を���で割った余り　　　　　　　　�����　 ���� �を���で割った余り

S　���　�　　���　�　　���　�　　���　�

 解説

���　��を���で割った余りは　　�

　よって， ���� �を���で割った余りは， ���� �を���で割った余りと等しい。

　したがって，求める余りは　　�

　T　������PRG����であるから　　 ���� � ���� �����PRG���

���　���を���で割った余りは　　�

　よって， ���� �を���で割った余りは， ��� �を���で割った余りと等しい。

　したがって，求める余りは　　�

　T　�������PRG����であるから　　 ���� � ��� �����PRG���

���　 ���  ��
� 

�� �であり， �� �を���で割った余りは　　�

　よって， ��� �を���で割った余りは， ��� �を���で割った余りと等しい。

　したがって，求める余りは　　�

　T　 �� �����PRG����であるから　　 ���  ��
� 

�� � ��� �����PRG���

���　 ����  ��
� 

�� ･��であり， �� �を���で割った余りは　　�

　よって， ���� �を���で割った余りは， ��� ･��を���で割った余りと等しい。

　したがって，求める余りは　　�

　T　 �� �����PRG����であるから　　 ����  ��
� 

�� ･�� ��� ･������PRG���

Q�は整数とする。合同式を用いて，次のものを求めよ。28

���　Q�を���で割った余りが���であるとき， �Q ��Q���を���で割った余り

���　Q�を����で割った余りが����であるとき，� �Q ��Q���を����で割った余り

���　Q�を����で割った余りが���であるとき， �Q �� �Q ���を����で割った余り

���　Q�を����で割った余りが����であるとき， �Q �� �Q ���を����で割った余り

S　���　�　　���　��　　���　�　　���　�

 解説

���　Q����� 
PRG�� �のとき　　 �Q ��Q��� �� ��･����������� 
PRG��

　よって， �Q ��Q���を���で割った余りは　�

���　�������PRG������であるから　　Q�����PRG������



　したがって　　� �Q ��Q����･ �
� 
�� ��･� 
�� �������PRG������

　よって，� �Q ��Q���を����で割った余りは　��

���　Q����� 
PRG��� �のとき　　 �Q �� �Q ��� �� ��･ �� ���������� 
PRG���

　よって， �Q �� �Q ���を����で割った余りは　�

���　�������PRG������であるから　　Q�����PRG������

　したがって　　 �Q �� �Q ��� �
� 
�� ��･ �

� 
�� ���������PRG������

　よって， �Q �� �Q ���を����で割った余りは　�

合同式を用いて，次のものを求めよ。29

���　 ������ �の一の位　　　�　　　　　　　　���　 ���� �の下���桁

S　���　�　　���　��

 解説

���　 ������ �の一の位は� ������ �を����で割った余りに等しい。

　以下，���を法として考える。

　　　　　　�����， ���� � �� ��， ���� � �� ��， ���� � �� ��

　よって　　 ������ � ��
� 


���� ･ ���� � ��� ･���

　したがって， ������ �の一の位は　�

���　 ���� �の下���桁は� ���� �を�����で割った余りに等しい。

　以下，����を法として考える。

　　　　　　 �� ���， �� ���･��������， �� ���･�������

　よって　　 ���� � ��
� 

�� ･ �� � ��� ･�����

　したがって， ���� �の下���桁は　��

Q�は自然数とする。
����

Q
�が素数となる�Q�は何個あるか。30

S　��個

 解説

� ����

� ����

� ���

� ��

��

�����を素因数分解すると　　���� �･�･�･�･��

�，�，�，�，���は素数であるから

　　　Q �･�･�･�，�･�･�･��，�･�･�･��，�･�･�･��，�･�･�･��

のとき，
����

Q
�は素数���，�，�，�，��になる。

したがって，求める自然数�Q�の個数は　��個

Q�は自然数とする。 �Q ���Q����が素数となるような�Q�をすべて求めよ。31

S　Q �，��

 解説

�Q ���Q��� �Q 
�� �Q 
���  �� 
�Q ��� 
�Q

Q��!Q���，��Q����Q�であるから， �Q ���Q����が素数であるとき

　　　　　　　　���Q��� �　または　��Q �

Q��� ��より　　Q ��

��Q ��より　　��Q �

Q ���のとき　　�� �Q ���Q��� �･� ����素数�

Q ��のとき　　���� �Q ���Q��� �･� ����素数�

よって， �Q ���Q����が素数となるような�Q�は　　Q �，��

Q�は自然数とする。 �Q ���Q�����が素数となるような�Q�をすべて求めよ。32

S　Q �，��

 解説

�Q ���Q���� �Q 
�� �Q 
���  �� 
�Q ��� 
�Q

Q��!Q���，��Q����Q �であるから， �Q ���Q�����が素数であるとき

　　　　Q��� �　または　��Q �

Q��� ��より　　Q ��　　　　��Q ��より　　Q �

Q ���のとき　　 �Q ���Q���� ��･� �����素数�

Q ��のとき　　�� �Q ���Q���� �･�� �����素数�

よって， �Q ���Q�����が素数となるような�Q�は　　Q �，��

���　����を計算した結果は，��で最大何回割り切れるか。33

���　����を計算すると，末尾に���は連続して何個並ぶか。

S　���　���回　　���　���個

 解説

���　����が���で割り切れる最大の回数は，����を素因数分解したときの素因数���の個数に

　一致する。

　��から����までの自然数のうち，

　　　��の倍数の個数は，���を���で割った商で　　��

　　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　�

　　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　�

　よって，素因数���の個数は　　������� �����個�

　したがって，����は���で最大����回割り切れる。

���　����を計算したときの末尾に並ぶ���の個数は，����を素因数分解したときの素因数��

　の個数に一致する。

　��から����までの自然数のうち，

　　　��の倍数の個数は，���を���で割った商で　　����

　　　 �� �の倍数の個数は，���を� �� �で割った商で　　��

　よって，素因数���の個数は　　　���� �����個�

　したがって，����を整数で表したとき，末尾に���は����個並ぶ。

���　
����

����
�を既約分数に直せ。34

���　��つの正の整数の和は����で，その最小公倍数は�����である。各数を求めよ。

���　�����は���で最大何回割り切れるか。

S　���　
��

��
　　���　��，��　　���　����回

 解説

���　�����と������に互除法を用いると　　���� ����･�����

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　���� ���･�����

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　��� ��･���

　よって，�����と������の最大公約数は����である。

　���� ��･��，���� ��･���から　　
����

����
 
��

��

���　��つの正の整数を�D，E���D 
�E ��とし，D�と�E�の最大公約数を�J�とすると

　　　　　　　　D JD �，E JE �　�D ��と�E ��は互いに素な自然数で，D ��E ��

　と表される。

　条件より，D�E ���であるから　　　　J�D � 
�E �  ��　……�①

　D�と�E�の最小公倍数が�����であるから　　JD �E � ���　……�②

　�� �･ �� ，��� �･�･��，かつ�D ��E ��と�D �E ��は互いに素であるから，①，②�より

　　　　　　　　J �，D ��E � ��，D �E � ��

　よって，D �，E ��を解とする���次方程式は

　　　　　　　　 �W ���W��� �　　　ゆえに　　�W 
�� �W 
���  �

　したがって　　W �，��　　　　D ��E ��であるから　　D � �，E � ��

　D JD � �･� ��，E JE � �･�� ���であるから，求める���つの数は　　��，��

���　��から�����までの�����個の整数のうち，

　　��の倍数は，�，�･�，……，�･����の　����個

　　 �� �の倍数は，�，�･�，……，�･���の　���個

　　 �� �の倍数は，�，�･�，……，�･���の　���個

　　 �� �の倍数は，��，��･�，……，��･���の　���個

　　 �� �の倍数は，��，��･�，……，��･��の　��個

　　 �� �の倍数は，��，��･�，��･��の　��個

　　 �� �の倍数は，����の　��個

　　 ��  ����で割り切れるものはない。

　よって，�����に含まれる素因数���の個数は

　　　　　������������������ ������個�

　したがって，最大�����回割り切れる。

Q�は自然数とする。
����

Q
�が素数となる�Q�は何個あるか。35

S　��個

 解説

�����を素因数分解すると　���� �･�･�･��

�，�，�，���は素数であるから��･�･�，�･�･��，�･�･��，�･�･���のとき，
����

Q
�はそれ

ぞれ素数���，�，�，��になる。

したがって，求める自然数�Q�の個数は　　��個

Q�は整数とする。Q�を���で割った余りが���であるとき，次のものを求めよ。36

���　 �Q �を���で割った余り　　　　　　　　������　� �Q �Q���を���で割った余り

S　���　�　　���　�

 解説

���　Q����� 
PRG��� �のとき　　 �Q ������ 
PRG���

　������� 
PRG��� �より　　 �Q ����� 
PRG���

　よって， �Q �を���で割った余りは���である。

���　Q����� 
PRG��� �のとき

　　　　　� �Q �Q����･ �� ������� 
PRG���

　�･ �� ���� ��，������� 
PRG��� �より

　　　　　� �Q �Q������� 
PRG���

　よって，� �Q �Q���を���で割った余りは���である。

Q�は整数とする。合同式を用いて，次のものを求めよ。37

���　Q�を���で割った余りが���であるとき， �Q �を���で割った余り

���　Q�を���で割った余りが���であるとき，� �Q ��Q���を���で割った余り

S　���　�　　���　�

 解説

���　Q����� 
PRG�� �のとき　　 �Q � �� �������� 
PRG��

　よって， �Q �を���で割った余りは　�

���　Q����� 
PRG�� �のとき　　� �Q ��Q����･ �� ��･���

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　��������� 
PRG��

　よって，� �Q ��Q���を���で割った余りは　��

Q�は整数とする。合同式を用いて，次のものを求めよ。38

���　Q�を���で割った余りが���であるとき， �Q ��Q���を���で割った余り

���　Q�を����で割った余りが���であるとき， �Q ��Q�を����で割った余り



S　���　�　　���　�

 解説

���　Q�����PRG����のとき

　　　　　 �Q ��Q��� �� ��･�����������PRG���

　よって， �Q ��Q���を���で割った余りは　　�

���　Q�����PRG�����のとき

　　　　　 �Q ��Q� �� ��･���������PRG����

　よって， �Q ��Q �を����で割った余りは　　�

Q�は整数とする。合同式を用いて，次のものを求めよ。39

���　Q�を���で割った余りが���であるとき， ��Q �を���で割った余り

���　Q�を���で割った余りが���であるとき， �Q ��Q���を���で割った余り

���　Q�を���で割った余りが���であるとき， �Q �� �Q ���を���で割った余り

S　���　�　　���　�　　���　�

 解説

���　Q����� 
PRG�� �のとき　　 �Q � �� ������� 
PRG��

　よって　　　 ��Q � ��� ��� 
PRG��

　すなわち　　 ��Q ����� 
PRG��

　よって， ��Q �を���で割った余りは　�

���　Q����� 
PRG�� �のとき

　　 �Q ��Q��� �� ��･����������� 
PRG��

　よって， �Q ��Q���を���で割った余りは　�

���　Q����� 
PRG�� �のとき

　　 �Q �� �Q ��� �� ��･ �� ����������

　　　　　　　���������� 
PRG��

　よって， �Q �� �Q ���を���で割った余りは　�

Q�は整数とする。Q�を���で割った余りが���であるとき，合同式を用いて，次のものを求め40

よ。

���　 ��Q �を���で割った余り　　　　　　　　���　� �Q �Q���を���で割った余り

S　���　�　　���　�

 解説

���　Q�����PRG����のとき

　　　　　 ��Q � ��� ���PRG���

　 �� �����PRG����より　　 ��Q �����PRG���

　よって， ��Q �を���で割った余りは　�

���　Q�����PRG����のとき

　　　　　� �Q �Q����･ �� ������������������PRG���

　よって，� �Q �Q���を���で割った余りは　�

Q�は整数とする。合同式を用いて，次のものを求めよ。41

���　Q �を���で割った余りが���であるとき， �Q �を���で割った余り

���　Q �を���で割った余りが���であるとき， �Q �Q���を���で割った余り

���　Q �を���で割った余りが���であるとき， �Q ��Q���を���で割った余り

S　���　�　　���　�　　���　�

 解説

���　Q����� 
PRG�� �のとき

　　　　 �Q ����� 
PRG��

　������� 
PRG�� ��より　　 �Q ����� 
PRG��

　よって， �Q �を���で割った余りは　�

���　Q����� 
PRG�� �のとき

　　　　　 �Q �Q��� �� ���������� 
PRG��

　������� 
PRG�� ��より　　 �Q �Q������� 
PRG��

　よって， �Q �Q���を���で割った余りは　�

���　Q����� 
PRG�� �のとき

　　　　　 �Q ��Q��� �� ��･���������� 
PRG��

　������� 
PRG�� ��より　　 �Q ��Q������� 
PRG��

　よって， �Q ��Q���を���で割った余りは　�


