
���の倍数で，正の約数の個数が����個である自然数�Q�を求めよ。１

��から�����までの�����個の自然数の積�1 �･�･�･……･����について，次の問いに答え２

よ。

���　1�を素因数分解したとき，素因数���の個数を求めよ。

���　1�を計算すると，末尾には���が連続して何個並ぶか。

��

��
，
��

��
�のいずれに掛けても積が自然数となる分数のうち，最も小さいものを求めよ。３

Q�は自然数とする。( ��Q �� �が自然数となるような�Q�をすべて求めよ。４

Q�は整数とする。次のことを証明せよ。５

　　　　　　　Q�
�Q 
�� �は���の倍数である。

����以下の自然数で，����と互いに素である自然数の個数を求めよ。６

D�は自然数とする。D���は���の倍数であり，D���は���の倍数であるとき，D����は���７

の倍数であることを証明せよ。

�����と������の最小公倍数を求めよ。８
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������

������
�を約分して，既約分数にせよ。９

�Q����と��Q����の最大公約数が���になるような����以下の自然数�Q�をすべて求めよ。10

次の等式を満たす整数�[，\�の組を���つ求めよ。11

　　　　　　　��[���\ �

次の方程式の整数解をすべて求めよ。12

　　　　　　　��[���\ �

等式��[��\ ���を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。13

次の方程式を満たす整数�[，\�の組を求めよ。14

　　　　　　　　� �[ ��[\� �\ ���[��\��� �

次の方程式を満たす整数�[，\�の組を求めよ。15

　　　　　　　� �[ ��[\�� �\ ��[��\�� �



���の倍数で，正の約数の個数が����個である自然数�Q�を求めよ。１

S　Q ���

 解説

　���を素因数分解すると　　�� �･�

　よって，正の約数の個数が����個である自然数�Q�を素因数分解すると，

　　　　　　 ��S ， �S �T ���S，T�は異なる素数�

　のどちらかの形で表される。

　Q�は����の倍数であり，�� �･ �� �であるから，Q�は� �S �T �の形で表される。

　したがって，求める自然数�Q�は　　　　　　Q �� ･ ��  ���

��から�����までの�����個の自然数の積�1 �･�･�･……･����について，次の問いに答え２

よ。

���　1�を素因数分解したとき，素因数���の個数を求めよ。

���　1�を計算すると，末尾には���が連続して何個並ぶか。

S　���　���個　　���　���個

 解説

���　素因数���は，��の倍数だけがもつ。

　 ��  ���!����であるから，��の倍数， �� �の倍数で考える。

�　��から�����までの自然数のうち，

　　　　　　���の倍数の個数は　�����個�

　　　　　　 �� �の倍数の個数は　������個�

　よって，1�を素因数分解したとき，素因数���の個数は　　　���� �����個�

���　�� ����であるから，1�を素因数分解したときの素因数���の個数を調べればよい。

　����と同様に考えて，��から�����までの自然数のうち，�， �� ， �� ， �� ， �� ， �� �の倍数の

　個数は，それぞれ���，��，��，�，�，��である。よって，1�を素因数分解したときの

　素因数���の個数は　　　�������������� �����個�

　したがって，1�を素因数分解したとき，素因数���は����個，素因数���は����個ある。

　よって，末尾には���が連続して����個並ぶ。

��

��
，
��

��
�のいずれに掛けても積が自然数となる分数のうち，最も小さいものを求めよ。３

S　
��

�

 解説

求める分数を�
D

E
���D，E�は互いに素である自然数��とする。

��

��
�
D

E
�は自然数となるから　　D�は����の倍数，E�は����の約数　……�①

��

��
�
D

E
�は自然数となるから　　D�は����の倍数，E�は����の約数　……�②

求める分数�
D

E
�を最小にするには，D�を最小にし，E�を最大にするとよい。

よって，①，②�から

　　　D�は����と����の最小公倍数，E�は����と����の最大公約数

とすればよい。

したがって　　D ��，E �　　　　よって，求める分数は　　
��

�

Q�は自然数とする。( ��Q �� �が自然数となるような�Q�をすべて求めよ。４

S　Q �，�

 解説

( ��Q �� �が自然数となるとき，N�を自然数として，次の式が成り立つ。

　　　　　　( ��Q ��  N

両辺を���乗して移項すると　　 �N � �Q  ��

すなわち　　�N 
�Q �N 
�Q  ��　……�①

ここで，N，Q�は�N!Q �を満たす自然数であるから，N�Q，N�Q�はともに自然数である。

N�Q!N�Q �であるから，①�を満たす自然数�N�Q，N�Q �の組は次のようになる。

　　　　　　�N�Q，N 
�Q  � 
��，� ，� 
��，�，� 
�，�

�N 
�Q ��N 
�Q  �N�は偶数であるから

　　　　　　�N�Q，N 
�Q  � 
��，� ，� 
�，�

これを満たす自然数�N，Q�の組は次のようになる。

　　　　　　� 
N，Q  � 
�，� ，� 
�，�

したがって，求める自然数�Q�は　　Q �，�

Q�は整数とする。次のことを証明せよ。５

　　　　　　　Q�
�Q 
�� �は���の倍数である。

 解説

すべての整数は，整数�N�を用いて��N，�N��，�N���のいずれかの形に表される。

>�@　Q �N�のとき

　　　　　　Q�
�Q 
��  �N�

�
� 
�N ���  ���

�N 
��N

>�@　Q �N���のとき

　　　　　　Q�
�Q 
��  ��N 
�� �

�
� 
��N � ���  ��N 
�� ��

�N ��N 
��

　　　　　　　　　　 ���N 
�� ��
�N ��N 
��

>�@　Q �N���のとき

　　　　　　Q�
�Q 
��  ��N 
�� �

�
� 
��N � ���  ��N 
�� ��

�N ���N 
��

　　　　　　　　　　 ���N 
�� ��
�N ��N 
��

以上から，Q�
�Q 
�� �は���の倍数である。

T

��を法として，Q��，�，��の各場合について，Q�
�Q 
�� �を計算する。

　　�Q���のとき，�Q�
�Q 
�� ��･�

�� 
�� ���

　　�Q���のとき，�Q�
�Q 
�� ��･�

�� 
�� �����

　　�Q���のとき，�Q�
�Q 
�� ��･�

�� 
�� ������

　よって，�Q�
�Q 
�� �は���の倍数である。　　　　　���

T

　�Q�
�Q 
��  Q��

�Q 
�� ��� � �Q�
�Q 
�� ��Q� ��Q 
�� Q�Q 
�� ��Q�

　��Q 
�� Q�Q 
�� �は連続する�つの自然数の積より�の倍数。

　ゆえに��Q 
�� Q�Q 
�� ��Q�も�の倍数

����以下の自然数で，����と互いに素である自然数の個数を求めよ。６

S　����個

 解説

　��� �� ･ �� �であるから，����と互いに素である自然数は，��の倍数でも���の倍数でも

　ない自然数である。

　ここで，����以下の自然数で，��の倍数または���の倍数である数の個数を求める。

　��の倍数の個数は，����を���で割ったときの商で　���

　��の倍数の個数は，����を���で割ったときの商で　��

　また，��の倍数かつ���の倍数である数の個数，すなわち����の倍数の個数は，����を���

　で割ったときの商で　　��

　よって，��の倍数または���の倍数である数の個数は　　��������� ���

　したがって，����以下の自然数で，����と互いに素である自然数の個数は

　　　　　������� ���　　　すなわち　　����個

D�は自然数とする。D���は���の倍数であり，D���は���の倍数であるとき，D����は���７

の倍数であることを証明せよ。

S　略

 解説

D��，D���は，自然数�P，Q�を用いて�D�� �P，D�� �Q�と表される。

　　　　D��� �D 
�� ��� �P��� ��P 
�� 　……�①

また　　D��� �D 
�� �� �Q�� ��Q 
�� 　　��……�②

よって，①�より�D����は���の倍数であり，②�より�D����は���の倍数でもある。

したがって，D����は���と���の最小公倍数����の倍数である。

�����と������の最小公倍数を求めよ。８

S　�����

 解説

�����と������に互除法の計算を行うと

　　　　　���� ����･������

　　　　　���� ����･�����

　　　　　���� ���･�����

　　　　　����� ���･�

よって，�����と������の最大公約数は　　���

　　����� �������，���� �������

ここで，�����と������の最小公倍数を�/�とすると　�/ ��������� �����

T　����，�����をそれぞれ素因数分解すると

　　　　　　���� �･�･��･��，���� �� ･ �� ･�･��

　よって，�����と������の最小公倍数は　　 �� ･ �� ･�･��･�� ����･�� �����

������

������
�を約分して，既約分数にせよ。９

S　
���

���
　

 解説

�������と��������に互除法の計算を行うと

　　������ ������･�����

　　������ ���･���

よって，�������と��������の最大公約数は　���

������ ���･���，������ ���･����であるから　　
������

������
 

･��� ���

･��� ���
 
���

���

�Q����と��Q����の最大公約数が���になるような����以下の自然数�Q�をすべて求めよ。10

S　Q �，��，��，��，��，��，��

 解説

　　�Q��� ��Q 
��� ･��Q��

　　�Q��� �Q 
�� ･���

よって，�Q����と��Q����の最大公約数は�Q���と���の最大公約数に等しい。

ゆえに，Q���は���の倍数である。

また，��Q������であるから　　Q�� �，��，��，��，��，��，��
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したがって　　Q �，��，��，��，��，��，��

次の等式を満たす整数�[，\�の組を���つ求めよ。11

　　　　　　　��[���\ �

S　[ ��，\ ���

 解説

���と����に互除法の計算を行う。

　　�� ��･����　　移項すると　�� �����･�

　　�� ��･���　　��移項すると　��� �����･�

　　�� �･���　　　移項すると　��� ����･�

よって　　� ��������� 
･� ･�

　　　　　�� ��･����･� 
��

　　　　　��＝������ 
･� ･����･� 
��

　　　　　�� ��･����･� 
��

すなわち　　��･����･� 
��  �

この両辺に���を掛けると　　��･�� 
･� ���･��･� �
��  �

すなわち　　��･�����･� 
���  �

よって，求める整数�[，\�の組の���つは　　[ ��，\ ���

T　���と����に互除法の計算を行う。

　　　　�� ��･����　　移項すると　�� �����･�

　　　　�� ��･���　　��移項すると　��� �����･�

　　　　�� �･���　　　移項すると　��� ����･�

　　D ��，E ���とおく。

　　　　�� �����･��より　　�� D�E･� D�E

　　　　��� �����･��より　　��� E��D 
�E ･� �D��E

　　　　��� ����･��より　　　� �D 
�E ���D 
��E ･� �D��E

　　よって，�D��E ��より　�����･����･� 
��  �

　　この両辺に���を掛けると　　��･�� 
･� ���･��･� �
��  �

　　すなわち　　��･�����･� 
���  �

　　よって，求める整数�[，\�の組の���つは　　[ ��，\ ���

次の方程式の整数解をすべて求めよ。12

　　　　　　　��[���\ �

S　[ ��N��，\ ��N���　�N�は整数�

 解説

　　　　　��[���\ �　……�①

[ ��，\ ���は���[���\ ��の整数解の���つである。

よって　　　��･� 
�� ���･� 
��  �

この両辺に���を掛けると　　��･��･� �
�� ���･��･� �
��  �

すなわち　　��･� 
�� ���･� 
���  �　……�②

①�②�から　　���[ 
�� ����\ 
���  �　……�③

���と����は互いに素であるから，③�のすべての整数解は

　　　　　　[�� ��N，\��� ��N　�N�は整数�

したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　[ ��N��，\ ��N���　�N�は整数�

U��　���と����に互除法の計算を行う。

　　　　�� ��･����　　移項すると　�� �����･�

　　　　�� ��･���　　��移項すると　��� �����･�

　　　　�� �･���　　　移項すると　��� ����･�

　　　　��� �･���　　　移項すると　��� ���･�

　よって　　� ������� 
･�  �･����･�

　　　　　　�� ������ 
･� ･����･� ��･����･� 
��

　　　　　　�� ��･�������� 
･� � 
��

　　　　　　�� ��･����･� 
��

　すなわち　　��･� 
�� ���･� 
��  �

　したがって，��[���\ ��の整数解の���つは　[ ��，\ ��

U��　���と����に互除法の計算を行う。

　　　　　�� ��･����　　移項すると　�� �����･�

　　　　　�� ��･���　　��移項すると　��� �����･�

　　　　　�� �･���　　　移項すると　��� ����･�

　　　　　��� �･���　　　移項すると　��� ���･�

　D ��，E ���とする。

　　　　　�� �����･��より　　�� D�E･� D�E

　　　　　��� �����･��より　　��� E��D 
�E ･� �D��E

　　　　　��� ����･��より��　　��� �D 
�E ���D 
��E ･� �D��E

　　　　　��� ���･��より　　　��� ��D 
��E ���D 
��E ･� ��D��E

　よって，��D��E ��より　　��･� 
�� ���･� 
��  �

　したがって，��[���\ ��の整数解の���つは　[ ��，\ ��

T　�PRG����で考える。　����，����������であるから

　　　　　　　��[���\���[��\���[��

　よって，与えられた等式は　���[����PRG����　となる。

　法��と�は互いに素より，合同式の両辺を�で割って

　��[��　両辺�倍して　���[���　となり，�������PRG�����より　��[���となる。

　������PRG�����であることを見越して両辺��倍すると　���[����　

　�����であるから　�[�����PRG����　よって　�[ ��N����と書ける。

　　　���[���\ ��に代入して　������N 
��� ���\ ��

　　　���･��N���\���� ��　��で割って　���N�\��� ��　より　�\ ��N����

　　　　　以上より　　　[ ��N���，\ ��N���　�N�は整数�

U　法を�[�の係数����で考えても整数解を求められるが，一般に，法とする数は小さい

　方が扱いやすい。

等式��[��\ ���を満たす自然数�[，\�の組をすべて求めよ。13

S　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，�

 解説

�[��\ ���から　　�\ ��� 
�[ 　……�①

\!��であるから　　��� 
�[ !�　　　　ゆえに　　[��

また，①�において，��と���は互いに素であるから，��[�は���の倍数，すなわち偶数で

ある。よって　　[ �，�　　　したがって　　� 
[，\  � 
�，� ，� 
�，�

U　��と���は互いに素であるから，①�より　　\ �N，��[ �N　�N�は整数�

　よって　　[ ��N��，\ �N　�N�は整数�

　[��，\���であることを利用して，N�の値を絞り込んでもよい。

次の方程式を満たす整数�[，\�の組を求めよ。14

　　　　　　　　� �[ ��[\� �\ ���[��\��� �

S　� 
[，\  ��， 
�� ，��， 
��

 解説

� �[ ��[\� �\ ���[��\��� ��を�\�について整理すると

　　　　　 �\ ���[ 
�� \�� �[ ���[��� �　……�①

この�\��についての���次方程式の判別式を�'�とすると

　　　　　
'

�
 �

� 
�[ � ��･��
�[ ���[ 
���  �� �[ ���[��

　　　　　　�� �� 
��� �[ ��[ �  �� 
��[ � ��[ 
��

①�の解は整数��実数��であるから　　'��

ゆえに　　��[ 
�� ��[ 
�� ��　　　よって　　
�

�
�[�

�

�

[�は整数であるから　　[ �，�，�　……�②

また，'���のとき，①�の解は　　\ �� 
�[ � �)
'

�

[，\�は整数であるから，
'

�
�は���または平方数である。

②�の各�[�の値に対する�
'

�
�の値は順に　　�，�，�

ゆえに，②�の�[�の値のうち，[ ��のみが適する。

[ ��のとき，①�は　　 �\ ��\�� �　　　ゆえに　　�\ 
�� �\ 
��  �

よって　　　　　\ ��，��

したがって　　　� 
[，\  � 
�，�� ，� 
�，��

T　①�から　��� �
� ��\ � 
�[ � � �

� 
�[ � �� �[ ���[��� �

　ゆえに　　　　 �
� 
��\ [ � �� �[ ���[�� �

　よって　　　　 �
� 
��\ [ � �� �

� 
�[ � ��･ �� �� �

　ゆえに　　　　 �
� 
��\ [ � � �

� ��� 
�[ �  �

　[，\�が整数のとき，\�[���は整数，��[ 
�� �は偶数である。

　よって　　　　�\�[��，��[ 

��  � 
�，� ，� 
��，�

　したがって　　� 
[，\  ��， 
�� ，� 
�，��

次の方程式を満たす整数�[，\�の組を求めよ。15

　　　　　　　� �[ ��[\�� �\ ��[��\�� �

S　� 
[，\  � 
�，� ，� 
��，�

 解説

　　　�[��\ 
�D ��[�\ 
�E  � �[ ��[\�� �\ ���D 
�E [���D 
��E \�DE

である。�D�E ��，�D��E ��とすると　　D ��，E �

ゆえに　　　�[��\ 
�� ��[�\ 
��  � �[ ��[\�� �\ ��[��\��　……�①

方程式は　　��
�[ ��[\�� �\ ��[��\ 
�� �� �

①�を代入して　　�[��\ 
�� ��[�\ 
��  �

[，\�は整数であるから，[��\��，�[�\���も整数である。

よって，次のような表が得られる。
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