
���　�& ����である直角三角形�$%&�の垂心の位置はどこか。１

���　△$%&�は直角三角形でないとする。△$%&�の垂心を�+�とするとき，△+%&�の垂

　心の位置はどこか。

���　鋭角三角形�$%&�の垂心を�+�とする。�$ ����であるとき，�$&+，�%+&�の

　大きさをそれぞれ求めよ。

△345�の辺�45，53，34�の中点を，それぞれ�$，%，&�とする。△$%&�において，��２

つの頂点から向かい合う辺に下ろした���本の垂線は，△345�の外心で交わることを証明

せよ。

△$%&�の���つの中線を�$/，%0，&1�とするとき，３

$/�%0�&1!
�

� �$%�%& 
�&$ �であることを証明せよ。
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四角形�$%&'�が円に内接するとき，対角線�%'�上に��%$( �&$'�となるような点�

(�をとる。次のことを証明せよ。

���　△$%(4△$&'　　　　　　　　

���　△$%&4△$('

���　$%･&'�%&･'$ $&･%'

４ 与えられた線分�$%�に対して，線分�$%�を��：��に内分する点�&を作図せよ。５

手順は書かなくて良いが，作図で用いた線は残しておくこと。

右の図の立体は，正五角形が����個，正六角形が����個でできている

凸多面体である。どの頂点にも���個の正五角形の面と���個の正六角

形の面が集まっている。この多面体の頂点の数，辺の数を求めよ。
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��辺の長さが�%& �D，&$ �E，$% �F�であるような鋭

角三角形�$%&�の���辺�%&，&$，$%�の中点をそれぞれ�/，

0，1�とする。線分�/0，01，1/�に沿って三角形を折り

曲げ，四面体を作る。その際，線分�%/�と�&/，&0�と�$0，

$1�と�%1�はそれぞれ同一視されて，長さが�D，E，F�の辺

になるものとする。

���　この四面体の体積�9�を�D，E，F�を用いて表せ。

���　この四面体の外接球の半径�5�を�D，E，F�を用いて表せ。

７



���　�& ����である直角三角形�$%&�の垂心の位置はどこか。１

���　△$%&�は直角三角形でないとする。△$%&�の垂心を�+�とするとき，△+%&�の垂

　心の位置はどこか。

���　鋭角三角形�$%&�の垂心を�+�とする。�$ ����であるとき，�$&+，�%+&�の

　大きさをそれぞれ求めよ。

S�　���　点�&　　���　点�$　　���　�$&+ ���，�%+& ����

 解説

���　△$%&�において，点�$，%�からそれぞれ向かい合う辺に垂線を下ろすと，点�&�で交

　わる。

　よって，垂心は点�&�である。

���　△+%&�において，点�%，&�からそれぞれ向かい合う辺の延長に垂線を下ろすと，

　点�$�で交わる。

　よって，垂心は点�$�である。
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���　%+�の延長と辺�&$�の交点を�'，&+�の延長と辺�$%

　の交点を�(�とする。

　+�は�△$%&�の垂心であるから

　　　　　　%'�&$，&(�$%

　よって　　�%'& ���，�$(& ���

　△$(&�において，内角の和は������であるから

　　　　�$&+ ��������� 
����  ���

　また，△&'+�において

　　　　�%+& �$&+���� ������� ����

△345�の辺�45，53，34�の中点を，それぞれ�$，%，&�とする。△$%&�において，��２

つの頂点から向かい合う辺に下ろした���本の垂線は，△345�の外心で交わることを証明

せよ。

 解説
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中点連結定理により

　　　　　&%645，&$635，$%643

△$%&�において，点�$�から辺�%&�に下ろした垂線を�

$'�とすると，&%645�から

　　　　　　　$'�45

よって，直線�$'�は辺�45�の垂直二等分線である。

同様に，△$%&�において，点�%，&�からその向かい

合う辺に下ろした垂線を，それぞれ�%(，&)�とすると

　　　　　　　%(�53，&)�34

したがって，△$%&�の各頂点からその向かい合う辺に下ろした���本の垂線は，

△345�の各辺の垂直二等分線と一致し，△345�の外心で交わる。

△$%&�の���つの中線を�$/，%0，&1�とするとき，３
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△$%&�の重心を�*�とする。

�$%*，�%&*，�&$*�において
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四角形�$%&'�が円に内接するとき，対角線�%'�上に��%$( �&$'�となるような点�

(�をとる。次のことを証明せよ。
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 解説
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���　△$%(�と�△$&'�において

　　　　　　�%$( �&$'，�$%( �$&'

　よって　　△$%(4△$&'

���　�%$& �%$(��($&

　　　　　� �&$'��($& �($'

　△$%&�と�△$('�において

　　　　　　�%$& �($'，�$&% �$'(

　よって　　△$%&4△$('

���　����から　　$%：%( $&：&'

　ゆえに　　　�$%･&' $&･%(　……�①

　����から　　　%&：&$ ('：'$

　よって　　　�%&･'$ &$･('　……�②

　①，②�の辺々を加えて

　　　　　　$%･&'�%&･'$ $&･%(�&$･('
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与えられた線分�$%�に対して，線分�$%�を��：��に内分する点�&を作図せよ。５

手順は書かなくて良いが，作図で用いた線は残しておくこと。

 解説
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　　①　点�$�を通り，直線�$%�と異なる半直線�

　　　A�を引く。

　　②　A�上に，$�から等間隔に点をとり，��

　　　番目の点を�(，��番目の点を�)�とする。

　　　このとき，$(：() �：��となる。

　　③　(�を通り，直線�%)�に平行な直線を引き，

　　　線分�$%�との交点を�&�とする。点�&�が

　　　求める点である。

　（%)6&(�より�$&：&% $(：()�であるから，点�&�は線分�$%�を��：��に内分する

　　点である。）

右の図の立体は，正五角形が����個，正六角形が����個でできている

凸多面体である。どの頂点にも���個の正五角形の面と���個の正六角

形の面が集まっている。この多面体の頂点の数，辺の数を求めよ。
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S　頂点の数����，辺の数����

 解説

��つの頂点に���つの面が集まっているから，求める頂点の数は

　　　　�������� 
�� 	� ��

��つの辺に���つの面が集まっているから，求める辺の数は

　　　　�������� 
�� 	� ��

したがって　　頂点の数は���，　辺の数は���

T　頂点の数は，正五角形の頂点の総数に等しいから

　　　　　　���� ��

　辺の数を�H�とすると，オイラーの多面体定理により
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��辺の長さが�%& �D，&$ �E，$% �F�であるような鋭

角三角形�$%&�の���辺�%&，&$，$%�の中点をそれぞれ�/，

0，1�とする。線分�/0，01，1/�に沿って三角形を折り

曲げ，四面体を作る。その際，線分�%/�と�&/，&0�と�$0，

$1�と�%1�はそれぞれ同一視されて，長さが�D，E，F�の辺

になるものとする。

���　この四面体の体積�9�を�D，E，F�を用いて表せ。

���　この四面体の外接球の半径�5�を�D，E，F�を用いて表せ。
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 解説

���　組み立てた四面体の各面は鋭角三角形であるから，その���辺�D，E，F�について

　　　　　　 �D � �E ! �F ，�� �E � �F ! �D ，�� �F � �D ! �E

　が成り立つ。したがって
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　を満たす正の数�[，\，]�が存在して
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　と定まる。

　ここで，垂直に交わる���辺の長さが�[，\，]�であ

　る直方体を作ると，右の図のように直方体の���つ

　の頂点を共有する四面体は，��面とも���辺の長さ

　が�D，E，F�の三角形となる。

　　この四面体は，直方体から四面体の各面で�

　��つの三角錐を切断して取り除くことで得られる。

　取り除く���つの三角錐はすべて合同で，

　その���つの体積は
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　よって，求める四面体の体積�9�は
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���　対角線13の中点を2とする。点2から四面体の各頂点への距離は等しいので

　　点2が外接球の中心となる。
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　　よって外接球の半径�5�は
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　　　このような各面が合同な四面体を等面四面体という。等面四面体は直方体に

　　　埋め込まれるため，直方体を利用することで，体積等を計算することができます。






